
Вопросы к экзамену, III семестр 
1. Понятие числового ряда. Критерий Коши. Необходимое и 

достаточное условие сходимости рядов с 
неотрицательными членами. 

2. Признаки сходимости рядов с неотрицательными членами 
(признаки сравнения, Даламбера, Коши, Коши-Маклорена). 

3. Теоремы Коши и Римана о перестановке членов в числовых 
рядах. 

4. Признаки сходимости произвольных числовых рядов (два 
признака Абеля, признаки Дирихле-Абеля, Лейбница). 

5. Арифметические операции над сходящимися числовыми 
рядами. Теорема Мертенса. 

6. Бесконечные произведения, критерии сходимости. 
7. Необходимое условие сходимости двойного ряда. Связь 

между сходимостью двойного ряда и повторного ряда. 
Критерий сходимости двойного ряда с неотрицательными 
членами. 

8. Абсолютная сходимость двойного ряда. Взаимосвязь между 
сходимостью четырёх рядов: повторных, двойного и 
"одинарного". 

9. Обобщённые методы суммирования расходящихся рядов 
(методы Чезаро и Пуассона-Абеля). 

10. Функциональные последовательности и ряды. Равномерная 
сходимость. Критерий Коши. 

11. Признаки равномерной сходимости функциональных рядов 
(два признака Абеля, признаки Дирихле-Абеля, 
Вейерштрасса). 

12. Признак Дини равномерной сходимости функциональных 
рядов и последовательностей. Почленный переход к 
пределу, непрерывность предельной функции 
функциональной последовательности и рядов. 

13. Почленное дифференцирование, существование 
первообразных функций для функциональных 
последовательностей и рядов. 

14. Почленное интегрирование функциональных 
последовательностей и рядов (две теоремы). Сходимость в 
среднем, связь с равномерной сходимостью. 

15. Теорема Арцела. Признак равностепенной непрерывности 
функциональной последовательности. 

16. Степенные ряды. Теорема Коши-Адамара. Непрерывность 
суммы, почленное интегрирование и дифференцирование 
степенного ряда. Разложение функций в степенные ряды. 

17. Определение и доказательство существования двойного 
интеграла при помощи прямоугольных разбиений области. 
Классы интегрируемых функций. Основные свойства 
двойного интеграла. 

18. Определение двойного интеграла при помощи 
произвольных разбиений области. Эквивалентность двух 
определений. 

19. Сведение двойного интеграла к повторному однократному. 
20. Кратные несобственные интегралы от неотрицательных 

функций. Признаки сходимости. Кратные несобственные 
интегралы от знакопеременных функций. 

21. Эквивалентность понятий сходимости  абсолютной 
сходимости. 

22. Криволинейные интегралы первого и второго рода. 
23. Понятие поверхности. Нормаль и касательная плоскость к 

поверхности. Лемма о проекции окрестности точки на 
касательную плоскость. 

24. Площадь поверхности. Квадрируемость поверхности. 
25. Поверхностные интегралы первого и второго рода. 
26. Преобразование базисов. Инварианты линейного 

оператора. 
27. Дивергенция, ротор и производная по направлению 

векторного поля. Повторные операции теории поля. 
28. Формула Грина. Формула Остроградского-Гаусса. 
29. Формула Стокса. 
30. Условия независимости криволинейного интеграла второго 

рода на плоскости от пути интегрирования. 



1.  Понятие числового ряда. Критерий Коши.  

Из элементов ∀числовой послед-сти𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘 , …формально 

образуем бесконечную сумму:  

𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑘 + ⋯ =  𝑢𝑘

∞

𝑘=1

(𝟏) 

Сумма (1)   ̶  числовой ряд, иk   ̶  члены ряда (1). Сумма первых 

пчленов   ̶  п ̶ я частичная сумма а:  

𝑆𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝟐) 

О.Ряд (1) называется сходящимся, если сходится послед-сть{Sп} 

частичных сумм (2) этого ряда. Предел S послед-сти{Sп} - сумма 

ряда (1): 𝑆 =  𝑢𝑘
∞
𝑘=1  

Если для ряда (1) ∄ предела послед-сти частичных сумм (2), то 

ряд  расходящийся. 

З1. Изучение числовых рядов - новая форм изучения числовых 

послед-стей: 1) каждому ряду (1) однозначно соответствует посл-

сть{Sп}его частичных сумм, 2) ∀ числовой послед-

сти{Sп}однозначно соответствует ряд с членами 𝑢1 = 𝑆1 , 𝑢𝑘 =
𝑆𝑘 − 𝑆𝑘−1 . 

З2. Из определения его сходимости =>cв-ва произвольного ряда: 

I.  Отбрасывание конечного числа членов ряда (или добавление 

конечного числа членов) не влияет на сходимость или рас-

ходимость этого ряда.(Т.к.  после отбрасывания (или 

добавления) конечного числа членов все частичные суммы ряда, 

начиная с некоторого n, изменятся на одну и ту же const.) 

II.  Если с = const ≠ 0,𝑢𝑘
′ = 𝑐𝑢𝑘,  то ряд  𝑢𝑘

′∞
𝑘=1 сходится 

сходится ряд  𝑢𝑘
∞
𝑘=1   (Пусть  𝑆𝑛

′ =  𝑢𝑘
′𝑛

𝑘=1 и 𝑆𝑛 =  𝑢𝑘
𝑛
𝑘=1 и 

учитывая  𝑆𝑛
′ = 𝑐𝑆𝑛 , где с ≠ 0 =>lim𝑛→∞ 𝑆𝑛

′   ∃ <=> ∃ lim𝑛→∞ 𝑆𝑛) 

Критерий Коши для послед-сти :Чтобы послед-сть{Sп} была 

сходящейся, необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0 ∃ N 

такой, что для ∀п  ≥ N  и для ∀𝑝 ∇ ℕ : 𝑆𝑛+𝑝 − 𝑆𝑛 < 𝜀 

Т1(критерий Коши для ряда).Чтобы ряд  𝑢𝑘
∞
𝑘=1 сходился,   

необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0 ∃ N такой, что для 

∀п  ≥ N  и для ∀𝑝 ∇ ℕ : 

  𝑢𝑘

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 < 𝜀    (𝟑) 

Док-во.  𝑢𝑘
𝑛+𝑝
𝑘=𝑛+1  = 𝑆𝑛+𝑝 − 𝑆𝑛  и применить критерий Коши для 

послед-сти. 

Сл1. Если ряд   𝑢𝑘
∞
𝑘=1 сходится, то послед-стьn - х остатков 

ряда𝑟𝑛 =  𝑢𝑘
∞
𝑘=𝑛+1   является бесконечно малой.  

Док-во.  Из (3) и из Т (Если все элементы сходящейся послед-

сти{хп}, по крайней мере начиная с некоторого номера, 

удовлетворяют неравенству хп≥ b[хп≤ b], то и предел х этой 

послед-сти удовлетворяет неравенству х ≥ b[х≤ b]) => для ∀ ε > 0 

∃N такой, что  𝑟𝑛 ≤ 𝜀при п ≥ N.  

Сл2(необходимое условие сходимости ряда). Для сходимости 

ряда    𝑢𝑘
∞
𝑘=1  необходимо,   чтобы послед-сть и1, и2, …, иk, ... 

членов этого ряда являлась бесконечно малой (иначе: для 

сходимости ряда 𝑢𝑘
∞
𝑘=1 необходимо, чтобыlim𝑘→∞ 𝑢𝑘 = 0).  

Док-во. Пусть дано ∀ ε > 0. По Т1 ∃N : при п ≥ Nи для ∀𝑝 ∇
ℕвыполняется (3). При  р = 1 :| иn+1| <ε (при п ≥ N)=>если  

положить  N0 =N+1, то при п ≥ N0: | иn| <ε • 

Основное св-во ряда с неотрицательными членами: послед-сть 

частичных сумм такого ряда является неубывающей.  

Т 2.Чтобы ряд с неотрицательными членами сходился, 

необходимо и достаточно, чтобы послед-сть частичных сумм 

этого ряда была ограничена. 

Необходимость из  Т: Всякая сходящаяся последовательность 

является ограниченной. 

Достаточность : послед-сть частичных сумм не убывает => для ее 

сходимости достаточно, чтобы она была ограничена (по Т: Если 

неубывающая послед-сть ограничена сверху, то она сходится). 

 

 

 

 

2. Признаки сходимости рядов с неотрицательными членами 

(признаки сравнения, Даламбера, Коши, Коши  ̶ Маклорена).  

О.Ряд  𝑢𝑘
∞
𝑘=1 называется сходящимся, если сходится послед-

сть{Sп} частичных сумм 𝑆𝑛 =  𝑢𝑘
𝑛
𝑘=1 этого ряда. Предел S 

послед-сти{Sп} - сумма ряда (1): 𝑆 =  𝑢𝑘
∞
𝑘=1  

Основное  св-во ряда с неотрицат. членами: послед-сть час-

тичных сумм  ряда - неубывающая.  

Т1.Для того чтобы ряд с неотрицательными членами сходился, 

необходимо и достаточно, чтобы послед-сть частичных сумм 

этого ряда была ограничена. 

Необх-сть из  Т: Всякая сходящаяся послед-сть является 

ограниченной. 

Дост-сть: послед-сть частичных сумм не убывает => для ее 

сходимости  достаточно, чтобы она была ограничена (по Т: Если 

неубывающая послед-сть ограничена сверху, то она сходится). 

Т2. Пусть   𝑝𝑘
∞
𝑘=1  и  𝑝𝑘

′∞
𝑘=1  - 2 ряда с неотрицательными 

членами и для всех k справедливо неравенство𝑝𝑘 ≤ 𝑝𝑘
′ (𝟏) 

Тогда из сходимости   𝑝𝑘
′∞

𝑘=1  => сходимость ряда  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 ; из 

расходимости   𝑝𝑘
∞
𝑘=1 => расходимость   𝑝𝑘

′∞
𝑘=1 . 

Док-во. Пусть  𝑆𝑛
′ =  𝑢𝑘

′𝑛
𝑘=1 и 𝑆𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛
𝑘=1 .  Из  (1) =>𝑆𝑛  ≤  𝑆𝑛

′  => 

1)из ограниченности {Sn'} => ограниченность послед-сти {Sn};  

2) из неограниченности {Sn } => неограниченность {Sn'}.  

И применяем Т1. • 

З. 1) В условии Т2 можно требовать, чтобы (1) было выполнено а 

лишь начиная с некоторого номера k, т.к. отбрасывание конечного 

числа членов не влияет на сходимость ряда. 

2)  Т2 будет справедливой, если  (1) заменить:    𝑝𝑘 ≤ 𝑐𝑝𝑘
′ (𝟐) 

где с - ∀const>0 (т.к.:Если с = const ≠ 0, 𝑢𝑘
′ = 𝑐𝑢𝑘 ,  то  

 𝑢𝑘
′∞

𝑘=1 сходится сходится 𝑢𝑘
∞
𝑘=1 ) 

Сл. Если    𝑝𝑘
∞
𝑘=1  - ряд с неотрицательными членами,   𝑝𝑘

′∞
𝑘=1  -   

ряд со строго положительными членами и если ∃ конечный  

lim
𝑘→∞

𝑝𝑘

𝑝𝑘
′ = 𝐿 

то  из сходимости   𝑝𝑘
′∞

𝑘=1  => сходимость ряда  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 ; из 

расходимости   𝑝𝑘
∞
𝑘=1 => расходимость   𝑝𝑘

′∞
𝑘=1 . 

Док  ̶ во.  Т. к.    

lim
𝑘→∞

𝑝𝑘

𝑝𝑘
′ = 𝐿, то  для некоторого 𝜀 > 0 ∃ 𝑁: 

при 𝑘 ≥ 𝑁 ∶  𝐿 − 𝜀 <
𝑝𝑘

𝑝𝑘
′ < 𝐿 + 𝜀 

=> при k ≥ N :  𝑝𝑘 ≤ (𝐿 + 𝜀)𝑝𝑘
′  =>это нерав-во совпадает с (2) при 

𝑐 = (𝐿 + 𝜀). И применить З2. 

Т3.Пусть   𝑝𝑘
∞
𝑘=1  и  𝑝𝑘

′∞
𝑘=1  ̶   2 ряда со строго положительными 

членами и для всех  k: 
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

≤
𝑝𝑘+1

′

𝑝𝑘
′ (𝟑) 

Тогда из сходимости   𝑝𝑘
′∞

𝑘=1  => сходимость ряда  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 ; из 

расходимости   𝑝𝑘
∞
𝑘=1 => расходимость   𝑝𝑘

′∞
𝑘=1 . 

Док  ̶ во.    Запишем (3)  для k= 1, 2, … , п - 1, где п -∀ номер: 
𝑝2

𝑝1

≤
𝑝2

′

𝑝1
′

𝑝3

𝑝2

≤
𝑝3

′

𝑝2
′    …   

𝑝𝑛

𝑝𝑛−1

≤
𝑝𝑛

′

𝑝𝑛−1
′  

Перемножая почленно все написанные неравенства, получим 
𝑝𝑛

𝑝1

≤
𝑝𝑛

′

𝑝1
′    => 𝑝𝑛 ≤

𝑝1

𝑝1
′ 𝑝𝑛

′  

𝑐 = 𝑝1 𝑝1
′ - const> 0, не зависящая от п=> применим З2. • 

 

 

Признаки Даламбера и Коши основаны на сравнении ряда со 

сходящимся (4) или расходящимся (5) 

 𝑞𝑘

∞

𝑘=1

= 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑘 + ⋯,      𝑞 < 1    (𝟒) 

 1

∞

𝑘=1

= 1 + 1 + ⋯ + 1 + ⋯ (𝟓) 

Т4 (пр-к Даламбера). I. Если для всех  k, по крайней мере начиная 

с некоторого номера : 
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

≤ 𝑞 < 1    
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

≥ 1 (𝟔) 

то  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 сходится (расходится).(предполагается, что все члены 

ряда  (по крайней мере начиная с некоторого номера) строго 

положительны.) 

II. (Пр-к Даламбера в предельной форме). Если∃ 

lim
𝑘→∞

𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

= 𝐿     (𝟕) 

то 𝑝𝑘
∞
𝑘=1 сходится при L<1 и расходится при L>1. 

Док  ̶ во.  I) Положим 𝑝𝑘
′ = 𝑞𝑘   (𝑝𝑘

′ = 1). Тогда 
𝑝𝑘+1

′

𝑝𝑘
′ = 𝑞, где q< 1   

(
𝑝𝑘+1

′

𝑝𝑘
′ = 1) , и  перепишем(6) : 

𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

≤
𝑝𝑘+1

′

𝑝𝑘
′  

𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

≥
𝑝𝑘+1

′

𝑝𝑘
′  (𝟖) 

Т.к. ряд  𝑝𝑘
′∞

𝑘=1 ,  совпадающий с (4) ((5)),   сходится  (расходится), 

то из (8) по Т3 => сходимость (расходимость)  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 .  

II) Если L<1, то ∃ ε > 0:  L=1   ̶  2ε, т. е. L + ε = 1   ̶  ε. По опре-

делению предела послед-сти для этого ε ∃N : при k ≥ N 

𝐿 − 𝜀 <
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

< 𝐿 + 𝜀 = 1 − 𝜀     (𝟗) 

L + ε =1   ̶   ε = qв TI. Ряд сходится. 

Если же L>1, то ∃ ε > 0 :L=1+ ε и L   ̶  ε = 1=>  из левого нера-

венства (6) : 
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

> 𝐿 − 𝜀 = 1   (при 𝑘 ≥ 𝑁) 

Ряд    𝑝𝑘
∞
𝑘=1 расходится по ТI 

З. 1) в Т4(I)   
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
≤ 𝑞 < 1 нельзя заменить на 

𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
< 1 

:например, гармонический ряд   

 
1

𝑘

∞

𝑘=1

= 1 +
1

2
+ ⋯ +

1

𝑘
+ ⋯ 

расходится, но здесь  
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
=

𝑘

𝑘+1
< 1   (для всех k). 

2) При L = 1 в Т4(II) нельзя сказать ничего определенного о 

сходимости ряда: для гармонического ряда  L=1, причем он 

расходится. Но для   
1

𝑘 2
∞
𝑘=1 тоже L=1,но он  сходится. 

Т5 (признак Коши).I. Если для всех номеров k, по крайней мере 

начиная с некоторого номера: 

 𝑝𝑘
𝑘 ≤ 𝑞 < 1      𝑝𝑘

𝑘 ≥ 1 (𝟏𝟎) 

то  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 сходится (расходится). 

II. (признак Коши в   предельной форме). Если ∃ 

lim
𝑘→∞

 𝑝𝑘
𝑘 = 𝐿   (𝟏𝟏) 

то   𝑝𝑘
∞
𝑘=1 сходится при L<1 и расходится при L>1. 

Док  ̶ во.I) Положим  𝑝𝑘
′ = 𝑞𝑘    (𝑝𝑘

′ = 1) =>из (10) : 

𝑝𝑘 ≤ 𝑝𝑘
′  𝑝𝑘 ≥ 𝑝𝑘

′  (𝟏𝟐) 
Т.к.   𝑝𝑘

′∞
𝑘=1 совпадающий с (4)  ((5)), сходится  (расходится), то из 

(12)  =>    сходимость     (расходимость)    𝑝𝑘
∞
𝑘=1 по Т2.    

II) Дословно повторить док-во   Т4(II),  заменив 
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
на  𝑝𝑘

𝑘 .   

З. Аналогичны замечаниям к Т4. 

Пр-к Коши более сильный, чем пр-к Даламбера: когда действует 

пр-к Даламбера, действует и пр-к Коши, но ∃ ряды, для которых 

действует Коши и не действует Даламбер.  

Утв. Из существования равного L, предела  

lim
𝑘→∞

𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

= 𝐿     (𝟕) 

=> существование равного тому же L предела  

lim
𝑘→∞

 𝑝𝑘
𝑘 = 𝐿(𝟏𝟏) 

Л1 .Если {ап} → l, то к тому же l сходится и послед-стьζп =  

(а1+ a2 + … +ап) / п средних арифметических чисел а1, а2, .. . ,ап. 

Док- во. {ап} →l  => для ∀ ε > 0 ∃N : |ап   ̶ l| < ε/2 для всех п ≥ N. 

При всех п>N: 

𝜍𝑛 − 𝑙 =
 𝑎1 − 𝑙 + ⋯ +  𝑎𝑛 − 𝑙 

𝑛
= 

=  
 𝑎1 − 𝑙 + ⋯ +  𝑎𝑁 − 𝑙 

𝑛
 +  

 𝑎𝑁+1 − 𝑙 + ⋯ +  𝑎𝑛 − 𝑙 

𝑛
  

получим, что  𝜍𝑛 − 𝑙 < 𝜀  при всех п ≥ N1.  

Модуль дроби в {} ≤  
𝜀

2
∙
 𝑛−𝑁 

𝑛
<

𝜀

2
 .   Т.к. N фиксирован, то 

модуль дроби в [ ] ≤ ε /2 при всех п ≥ N1, где N1   ̶  достаточно 

большое число => 𝜍𝑛 − 𝑙 < 𝜀  при всех п ≥ N1 . 

Л2. Если {ап} → L(все ап> 0), то к L сходится и послед-сть𝑏𝑛 =

 𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛
𝑛  средних геометрических чисел а1, а2, .. . ,ап. 

Док  ̶ во.   Для L> 0 силу непрерывности логарифм.функции 

lim
𝑛→∞

ln 𝑎𝑛 = ln 𝐿 

=>  по Л1 ∃  lim
𝑛→∞

ln  𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛
𝑛 =  lim

𝑛→∞

ln 𝑎1 + ⋯ + ln 𝑎𝑛

𝑛
= ln 𝐿 

=> т.к. показательная функция непрерывна, то 

lim
𝑛→∞

 𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛
𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑒ln  𝑎1𝑎2…𝑎𝑛

𝑛
= 𝑒ln 𝐿 = 𝐿 

(Эти рассуждения верны и при L = 0, если считать lnL =   ̶  ∞.)  

Док-воутв-я. Применяя Л2 к а1 = p1 , а2 = р2 /р1, …, ап = рп/ рп  ̶ 1и 

т. к.  ∃ lim
𝑘→∞

𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

= 𝐿установим существование равного 

тому же 𝐿 предела lim
𝑘→∞

 𝑝𝑘
𝑘 = 𝐿 

Т6. (признак Коши - Маклорена).Пусть  f(х)неотрицательна и не 

возрастает всюду на х ≥ m, где т   ̶ ∀ фиксированный номер. 

Тогда числовой ряд 

 𝑓(𝑘)

∞

𝑘=𝑚

= 𝑓 𝑚 + 𝑓 𝑚 + 1 + 𝑓 𝑚 + 2 + ⋯   (𝟏𝟑) 

сходится ∃ предел при п → ∞послед-сти 

𝑎𝑛 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑛

𝑚

(𝟏𝟒) 

Док  ̶ во.   Пусть k   ̶  ∀ номер: k ≥ т+1, ∀ хиз  [k   ̶  1, k]. Т.к.  f(x) не 

возрастает на [k   ̶  1, k], то для  ∀ х∇  [k   ̶  1, k]:  𝑓 𝑘 ≤ 𝑓 𝑥 ≤
𝑓 𝑘 − 1 (𝟏𝟓) 

f(x) ограниченна (0-м) и монотонна => интегрируема на [k   ̶  1, k]. 

Из (15) и из свойства интеграла  

=>  𝑓 𝑘 𝑑𝑥
𝑘

𝑘−1

≤  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑘

𝑘−1

≤  𝑓 𝑘 − 1 𝑑𝑥
𝑘

𝑘−1

=> 

   𝑓 𝑘 ≤  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑘

𝑘−1

≤ 𝑓 𝑘 − 1 (𝟏𝟔) 

(16) установлены для ∀k ≥ т+1. Запишем для  k, равных т+1, 

т+2, ..., п, где п - ∀ номер: n ≥ т: 

𝑓 𝑚 + 1 ≤  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑚+1

𝑚

≤ 𝑓 𝑚  

𝑓 𝑚 + 2 ≤  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑚+2

𝑚+1

≤ 𝑓 𝑚 + 1  

… 

  𝑓 𝑛 ≤  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑛

𝑛−1

≤ 𝑓 𝑛 − 1  

 

Складывая почленно:  𝑓 𝑘 

𝑛

𝑘=𝑚+1

≤  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑛

𝑚

≤  𝑓 𝑘 

𝑛−1

𝑘=𝑚

(𝟏𝟕) 

Обозначим     𝑆𝑛 =  𝑓 𝑘 

𝑛

𝑘=𝑚

 

Учитывая  14 , перепишем  17 :   𝑆𝑛 − 𝑓 𝑚 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑆𝑛−1(𝟏𝟖) 

Из (14) => послед-сть{ап}- неубывающая => для ее сходимости 

необходима и достаточна ее ограниченность. Для сходимости  

(13) по Т1 необходима и достаточна ограниченность послед-сти 

{Sn}. Из (18) => {Sn } ограничена ограничена{ап} {ап} 

сходится. 

3. Теоремы Коши иРимана о перестановке в числовых рядах. 

О1. Ряд   𝑢𝑘
∞
𝑘=1 (𝟏)называется абсолютно сходящимся, если 

сходится ряд   𝑢𝑘  
∞
𝑘=1 (𝟐) 

Т1. Из сходимости ряда (2) вытекает сходимость ряда  (1). 

Док-во. Используем критерий Коши для ряда (Чтобы ряд 

 𝑢𝑘
∞
𝑘=1 сходился,   необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0 ∃ 

N :  для ∀п  ≥ N  и для ∀𝑝 ∇ ℕ: 

  𝑢𝑘

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 < 𝜀    (𝟑) 

Фиксируем ∀ ε > 0. Ряд (2) сходится => то по критерию Коши  ∃ N 

: для∀п  ≥ N  и ∀𝑝 ∇ ℕ: 

  𝑢𝑘  

∞

𝑘=1

< 𝜀 

Т.к. как модуль суммы слагаемых  ≤  суммы их модулей, то 

  𝑢𝑘

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 <   𝑢𝑘  

∞

𝑘=1

 

Сопоставляя  эти 2 неравенства , получим неравенства (3).  

О2. Ряд (1) называется условно сходящимся, если этот ряд 

сходится, в то время как соответствующий ряд из модулей (2) 

расходится. 

Пример абсолютно сходящегося ряда : 

 
(−1)𝑘−1

𝑘𝛼

∞

𝑘=1

= 1 −
1

2𝛼
+

1

3𝛼
−

1

4𝛼
+ ⋯ ,     𝛼 > 1 

Пример условно сходящегося ряда: 

 
(−1)𝑘−1

𝑘

∞

𝑘=1

= 1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯,      

Т2. (теорема Римана).Если ряд сходится условно, то, каково бы 

ни было наперед взятое число L, можно так переставить члены 

этого ряда, чтобы преобразованный ряд сходился к числу L. 

Док  ̶ во. Пусть (1)   ̶  ∀ условно сходящийся ряд. Пусть  р1, p2, р3, 

... - положительные члены ряда (1),  q1, q2, q3, ... - модули 

отрицательных членов ряда (1), выписанные в таком же порядке, 

в  каком они стоят в этом ряде. Ряд (1) содержит бесконечное 

число положительных и отрицательных членов, ибо если бы 

членов одного знака было конечное число, то, отбросив не 

влияющее на сходимость конечное число первых членов, мы бы 

получили бы ряд, состоящий из членов одного знака, для 

которого сходимость означала бы абсолютную сходимость. 

Докажем, что 𝑃 =  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 ,    𝑄 =  𝑞𝑘

∞
𝑘=1  с положительными  

членами - расходящиеся. Обозначим 𝑆𝑛 =  𝑢𝑘
𝑛
𝑘=1 , Рп - сумму всех 

положительных членов, входящих в Sп, Qп - сумму модулей всех 

отрицательных членов, входящих в Sп =>Sп = Рп  ̶  Qп. Т.к. по 

условию ряд (1) сходится к некоторому числу S, то 

lim
𝑛→∞

(𝑃𝑛 − 𝑄𝑛 ) = 𝑆 

Но т.к. (1) не сходится абсолютно, то 

lim
𝑛→∞

(𝑃𝑛 + 𝑄𝑛 ) = +∞ => lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 = +∞,    lim
𝑛→∞

𝑄𝑛 = +∞ 

т. е. оба ряда Р и Qрасходятся=> даже после удаления любого 

конечного числа первых членов этих рядов, мы можем взять из 

оставшихся членов рядов Р и  Q столь большое число членов, что 

их сумма превзойдет любое наперед взятое число. 

Выберем из (1) ровно столько положительных  р1, p2, …, рk1 , 

чтобы  р1 +p2 +… + рk1>L. Добавим ровно столько отри цательных   ̶ 

q1,  ̶  q2,…,   ̶ qk2 , чтобы р1+p2 +… + рk1   ̶ q1   ̶  q2   ̶ …   ̶ qk2<L. Затем 

снова добавим рk1+1, pk1+2, …, рk2 , чтобы р1+p2 +… + рk1   ̶ q1   ̶  q2   ̶ 

…   ̶ qk2 + рk1+1 + pk1+2 + …+ рk2>L. Продолжая, получим 

бесконечный ряд, в состав которого войдут все члены исходного 

ряда (1), т.к. каждый раз придется добавлять хотя бы 1 поло-

жительный или отрицательный член исходного ряда. 

В полученном ряде последовательно чередуются группы 

положительных и отрицательных членов. Если частичная сумма 

заканчивается полностью завершенной группой, то отклонение 

этой частичной суммы от числа Lне больше модуля последнего 

его члена, т.к. добавляем в данную группу члены ровно до тех 

пор, пока общая сумма «не перейдет» через L. Если же частичная 

сумма заканчивается не полностью завершенной группой, то 

отклонение этой частичной суммы от числа Lне больше модуля 

последнего члена предпоследней из групп. Из необходимого 

условия сходимости исходного ряда => модули последних членов 

групп образуют бесконечно малую последовательность => 

полученный ряд сходится к L. 

Т3 (теорема Коши).Если данный ряд сходится абсолютно, то ∀ 

ряд, полученный из данного посредством некоторой 

перестановки членов, также сходится абсолютно и имеет ту 

же сумму, что и данный ряд. 

Док  ̶ во. Пусть ряд    𝑢𝑘
∞
𝑘=1 (𝟏)сходится абсолютно и 𝑆 =  𝑢𝑘

∞
𝑘=1 . 

Пусть 

 𝑢𝑘
′

∞

𝑘=1

(𝟒) 

ряд, полученный из (1) посредством некоторой перестановки 

членов.  

1) Док-во, что ряд (4) сходится и имеет сумму, = S. Надо доказать, 

что для ∀ ε > 0 ∃N: при п ≥ N 

  𝑢𝑘
′ − 𝑆

∞

𝑘=1

 < 𝜀   (𝟓) 

Фиксируем ∀ ε > 0. Т.к. (1) сходится абсолютно и имеет сумму S, 

то для этого ε > 0 ∃N0 :∀𝑝 ∇ ℕ: 

  𝑢𝑘  

𝑁0+𝑝

𝑘=𝑁0+1

<
𝜀

2
 𝟔            и       𝑢𝑘 − 𝑆

𝑁0

𝑘=1

 <
𝜀

2
(𝟕) 

(N0 в (6) и (7) можно взять один и тот же, т.к. записав их с 

разнымиN0, можно взять наибольший из двух N0). Выберем  N 

столь большим, чтобы ∀Sn' ряда (4) с п ≥ N  содержала все первые 

N0членов ряда (1)  (N выбрать можно, ибо (4) получается из (1) 

некоторой перестановкой членов). 
Оценим разность в левой части (5) : 

 𝑢𝑘
′ − 𝑆

∞

𝑘=1

=   𝑢𝑘
′

𝑛

𝑘=1

−  𝑢𝑘

𝑁0

𝑘=1

 +   𝑢𝑘

𝑁0

𝑘=1

− 𝑆 (𝟖) 

=>   𝑢𝑘
′ − 𝑆

∞

𝑘=1

 ≤   𝑢𝑘
′

𝑛

𝑘=1

−  𝑢𝑘

𝑁0

𝑘=1

 +   𝑢𝑘

𝑁0

𝑘=1

− 𝑆  (𝟗) 

Из (7) и (9) => для док-ва  (5) надо доказать, что при  п ≥ N 

  𝑢𝑘
′

𝑛

𝑘=1

−  𝑢𝑘

𝑁0

𝑘=1

 <
𝜀

2
(𝟏𝟎) 

При п ≥ N  1-я  сумма в (10) содержит все N0 первых членов (1) => 

 𝑢𝑘
′

𝑛

𝑘=1

−  𝑢𝑘

𝑁0

𝑘=1

(𝟏𝟏) 

является суммой п  ̶  N0членов ряда  (1)   с номерами, каждый из 

которых превосходит N0 . 

Если выбрать  рстоль большим, чтобы 0+р превосходил номера 

всех п  ̶  N0членов только что указанной суммы, то для (11) : 

  𝑢𝑘
′

𝑛

𝑘=1

−  𝑢𝑘

𝑁0

𝑘=1

 ≤   𝑢𝑘  

𝑁0+𝑝

𝑘=𝑁0+1

(𝟏𝟐) 

Из (12) и (6) => (10) => доказано (5) => ряд (1) сходится и имеет 

сумму, равную S.  

2) Док-во, что ряд (4) сходится абсолютно, следует из 1), при-

мененного к   𝑢𝑘  
∞
𝑘=1    и      𝑢𝑘

′  ∞
𝑘=1  

При этом докажем сходимость второго из этих рядов , т. е. 

абсолютную сходимость ряда (4).  

 

4. Признаки сходимости произвольных числовых рядов (два 

признака Абеля, признаки Дирихле  ̶ Абеля ,  Лейбница). 

О.Ряд  𝑢𝑘
∞
𝑘=1 называется сходящимся, если сходится послед-

сть{Sп} частичных сумм (2) этого ряда. Предел S послед-сти{Sп} 

- сумма ряда (1): 𝑆 =  𝑢𝑘
∞
𝑘=1  

Утв 1.Пусть {иk} и {vk}   ̶  2∀ послед-сти, Sk = и1+и2+. . .+иk, п и 

р   ̶  2∀ номера (п> 0, S0 = 0). Тогда справедливо тождество 

(преобразование Абеля) 

 𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

=  𝑆𝑘(𝑣𝑘 − 𝑣𝑘+1)

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

+ 𝑆𝑛+𝑝+1𝑣𝑛+𝑝+1 − 𝑆𝑛𝑣𝑛+1(𝟏) 

Док  ̶ во. Для ∀k> 1 :иk =Sk   ̶  Sk  ̶ 1 => 

 𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

=  𝑆𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

−  𝑆𝑘−1𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 

 

заменим k на k+1 : 

 𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

=  𝑆𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

−  𝑆𝑘𝑣𝑘+1

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛

= 

 

=  𝑆𝑘 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘+1 

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

+ 𝑆𝑛+𝑝+1𝑣𝑛+𝑝+1 − 𝑆𝑛𝑣𝑛+1 

О1. Послед-сть{vk}назовем послед-стью с ограниченным 

изменением, если сходится ряд 

  𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘  

∞

𝑘=1

(𝟐) 

Ут 2. Всякая послед-сть с ограниченным изменением сходится. 

Док-во. Из сходимости ряда  (2) => сходимость ряда без модулей 

  𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘 

∞

𝑘=1

(𝟑) 

Пусть S - сумма ряда (3), Sn - его п  ̶  я частичная сумма,  

учитывая, что Sn= vn+1  ̶  vn =>∃ lim𝑛→∞ 𝑣𝑛 =  lim𝑛→∞ 𝑣𝑛 +1 = S+ v1 

=>{vk} →S+ v1 

Т1(1  ̶ й признак Абеля).Если ряд    𝑢𝑘
∞
𝑘=1 (𝟒)обладает 

ограниченной послед-стью частичных сумм, а {vk}- послед-сть с 

ограниченным изменением и  {vk} → 0 , то сходится  ряд 

 𝑢𝑘

∞

𝑘=1

𝑣𝑘(𝟓) 

Док  ̶ во. По условию ∃М> 0 : для {Sn} ряда (4) : | 𝑆𝑛  |  ≤  𝑀 . 

Фиксируем ∀ ε > 0 и по нему N : при п ≥ Nи для ∀𝑝 ∇ ℕ(т.к. {vk} 

→ 0  и сходится ряд (2)): 

 𝑣𝑛 <
𝜀

3𝑀
(𝟔) 

  𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘  

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

<
𝜀

3𝑀
(𝟕) 

Из тождества Абеля (1) и т.к. модуль суммы≤суммы модулей:  

  𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 ≤   𝑆𝑘 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘+1 

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 +  𝑆𝑛+𝑝+1 ∙  𝑣𝑛+𝑝+1 + 

+ 𝑆𝑛  ∙  𝑣𝑛+1  
Т.к. для всех  п:| 𝑆𝑛  |  ≤  𝑀 , то 

  𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 ≤ 𝑀   𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘  

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

+ 𝑀 𝑣𝑛+𝑝+1 + 𝑀 𝑣𝑛+1  

=> из (6) и (7) : при всех п ≥ Nи для ∀𝑝 ∇ ℕ: 

  𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 < 𝜀    (𝟖) 

=>  ряд (5) сходится по критерию Коши ( Чтобы ряд 
 𝑢𝑘

∞
𝑘=1 сходился,   необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0 ∃ 

N : для ∀п  ≥ N  и для ∀𝑝 ∇ ℕ:   𝑢𝑘
𝑛+𝑝
𝑘=𝑛+1  < 𝜀 ).  

Т2(2  ̶ й признак Абеля).Если ряд (4)  сходится, а {vk}-произ-

вольная послед-сть с ограниченным изменением, то ряд (5) 

сходится. 

Док  ̶ во. (4) сходится => послед-cть {Sn} ограниченна =>∃М> 0 

:| 𝑆𝑛  |  ≤  𝑀 для всех п. Пусть 𝑆 =  𝑢𝑘
∞
𝑘=1  и {vk} →v => 

{Snvn } → S٠v и {Snvn+1 } → S٠v при п → ∞ бесконечно 

малы послед-cти{Snvn   ̶  S٠v } и {Snvn+1   ̶ S٠v }(9) 

=> и из сходимости (2) : фиксируем ∀ ε > 0, найдем N : при всех п 

≥ N и для ∀ натурального р: 

 𝑆𝑛𝑣𝑛 − 𝑆𝑣 <
𝜀

3
,        𝑆𝑛+1𝑣𝑛+1 − 𝑆𝑣 <

𝜀

3
,   

  𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘  

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

<
𝜀

3𝑀
(𝟏𝟎) 

Из (10), оценки | 𝑆𝑛  |  ≤  𝑀 и тождества Абеля (1) в виде 

 𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

=  𝑆𝑘 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘+1 

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

+  𝑆𝑛+𝑝+1𝑣𝑛+𝑝+1 − 𝑆𝑣 + 

+ 𝑆𝑣 − 𝑆𝑛𝑣𝑛+1  
=> верно(8) (при всех п ≥ N и для ∀𝑝 ∇ ℕ). И применяем критерий 

Коши. 

Сл1(признак Дирихле   ̶  Абеля).Если ряд (4) обладает 

ограниченной послед-стью частичных сумм, а {vk}является 

невозрастающей послед-стью и {vk} →0, то ряд (5) сходится. 

Док-во. Для {vk} → 0 : п ̶ я частичная сумма Sn = v1   ̶ vn+1и  

{Sn} → v1 =>{vk} - послед-сть с ограниченным изменением. И 

применить Т2. 

О2. Назовем ряд знакочередующимся, если, все его члены с 

нечетными номерами положительны, а все члены с четными 

номерами отрицательны. 

О3.Знакочередующийся ряд, модули членов которого образуют не 

возрастающую сходящуюся к 0 последовательность, назовем 

рядом Лейбница. 

Сл2(признак Лейбница). Всякий ряд Лейбница сходится. 

Док-во.  ∀ ряд Лейбница можно записать : 

 (−1)𝑘−1𝑣𝑘

∞

𝑘=1

= 𝑣1 − 𝑣2 + 𝑣3 − 𝑣4 + ⋯    (𝟏𝟏) 

где {𝑣𝑘}— невозрастающая сходящаяся к 0 послед-сть( 𝑣𝑘 > 0) => 

это частный случай ряда (5) при 𝑢𝑘 = (−1)𝑘−1 с рядом (4), 

обладающим ограниченной послед-стью частичных сумм ({Sn } 

ряда (4) с членами 𝑢𝑘 = (−1)𝑘−1  : 1, 0, 1, 0, …) => все вытекает из 

признака Дирихле   ̶  Абеля . 

 

 

 

 

 

 



5. Арифметические операции над сходящимися 

числовыми рядами. Теорема Мертенса. 

О.Ряд  𝑢𝑘
∞
𝑘=1 называется сходящимся, если схо-

дится послед-сть{Sп} частичных сумм (2) этого 

ряда. Предел S послед-сти{Sп} - сумма ряда (1): 

𝑆 =  𝑢𝑘
∞
𝑘=1  

О1. Ряд   𝑢𝑘
∞
𝑘=1 называется абсолютно 

сходящимся, если сходится ряд   𝑢𝑘  ∞
𝑘=1  . 

Т1.Если 2 ряда    𝑢𝑘
∞
𝑘=1  и  𝑣𝑘

∞
𝑘=1 сходятся иимеют  

суммы  соответственно U и V,  то  и  ряд 
 (𝑢𝑘 ± 𝑣𝑘 )∞

𝑘=1 сходится и имеет сумму 𝑈 ± 𝑉. 
Док  ̶ во. Пусть 

𝑆𝑛 =  (𝑢𝑘 ± 𝑣𝑘 )

𝑛

𝑘=1

,   𝑈𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

,    𝑉𝑛 =  𝑣𝑘

𝑛

𝑘=1

 

=> 𝑆𝑛 = 𝑈𝑛 ± 𝑉𝑛  

Т. к.    lim
𝑛→∞

𝑈𝑛 = 𝑈,     lim
𝑛→∞

𝑉𝑛 = 𝑉,  

то ∃ lim𝑛→∞ 𝑆𝑛 = 𝑈 ± 𝑉по Т (Сумма (разность) 

сходящихся послед-стей является сходящейся 

послед-стью, предел которой равен сумме 

(разности) пределов этих послед-стей) . 

Т2.Если 2 ряда   𝑢𝑘
∞
𝑘=1  и  𝑣𝑘

∞
𝑘=1 сходятся 

абсолютно и имеют суммы соотв-но U и V, то ряд, 

составленный из всех произведений вида 𝑢𝑘𝑣𝑙(k=1, 2, 

...; l= 1, 2, ...), занумерованных в ∀ порядке, также 

сходится абсолютно и его сумма равна UV. 

Док  ̶ во. Пусть w1, w2,w3, … - произведения вида 

𝑢𝑘𝑣𝑙(k=1, 2, ...; l= 1, 2, ...), занумерованные в ∀ 

порядке.  Пусть   𝑆𝑛 =   𝑤𝑖 
𝑛
𝑖=1  . Сумма Sn  состоит из 

членов вида  𝑢𝑘𝑣𝑙 . Пусть т - наибольший среди 

индексов k и l  членов, входящих в Sn. Тогда 

𝑆𝑛 ≤ ( 𝑢1 + ⋯  𝑢𝑚  )( 𝑣1 + ⋯  𝑣𝑚  ) 

Здесь в правой части стоит произведение m - х 

частичных сумм рядов    𝑢𝑘  ∞
𝑘=1  и   𝑣𝑘  

∞
𝑘=1  => из 

сходимости этих рядов с неотрицательными членами 

все их частичные суммы (=> и их произведение) 

ограничены => ограничена {Sn } => ряд    𝑤𝑖 
∞
𝑖=1  

сходится => ряд    𝑤𝑖
∞
𝑖=1  сходится абсолютно => его 

сумма S не зависит от порядка суммирования по 

теореме Коши (Если данный ряд сходится 

абсолютно, то любой ряд, полученный из данного 

посредством некоторой перестановки членов, 

также сходится абсолютно и имеет ту же сумму, 

что и данный ряд.).∀послед-сть ( подпослед-сть ) 

частичных сумм этого ряда сходится к числу S 

=>𝑆 =  𝑤𝑖
∞
𝑖=1 = 𝑈𝑉, т.к. {Wт} → UV, где Wт =  

(u1+…+um) (v1+…+vm). • 

 

Произведение рядов    𝑢𝑘
∞
𝑘=1 и 𝑣𝑘

∞
𝑘=1   удобно 

записывать в специальном виде: 

  𝑢𝑘

∞

𝑘=1

   𝑣𝑘

∞

𝑘=1

 = 𝑢1𝑣1 +  𝑢1𝑣2 + 𝑢2𝑣1 + ⋯ + 

+ 𝑢1𝑣𝑘 + 𝑢2𝑣𝑘−1 + ⋯𝑢𝑘𝑣1 + ⋯ 
Т3 (теорема Мертенса). Ряд, полученный пе-

ремножением двух рядов указанным специальным 

способом, сходится к произведению сумм 

перемножаемых рядов в случае, когда один из 

перемножаемых рядов сходится абсолютно, а 

другой   ̶  сходится хотя бы условно. 

Док-во. Пусть   𝑢𝑘
∞
𝑘=1   сходится  абсолютно,   

 𝑣𝑘
∞
𝑘=1 сходится хотя бы условно. Обозначим 

𝑈𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

,    𝑉𝑛 =  𝑣𝑘

𝑛

𝑘=1

,    𝑈 =  𝑢𝑘

∞

𝑘=1

,    𝑉 =  𝑣𝑘

∞

𝑘=1

 

 Положим    𝑤𝑛 = 𝑢1𝑣𝑛 + 𝑢2𝑣𝑛−1 + ⋯𝑢𝑛𝑣1  ,   

𝑊𝑛 = 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑛  
Достаточно доказать, что  

lim
𝑛→∞

𝑊𝑛 = 𝑈𝑉 

Элементарно проверяется, что   

𝑊𝑛 = 𝑢1𝑉𝑛 + 𝑢2𝑉𝑛−1 + ⋯ +𝑢𝑛𝑉1 

Из сходимости   𝑣𝑘
∞
𝑘=1   =>его остаток 𝛼𝑛 = 𝑉 − 𝑉𝑛  - 

бесконечно малая => ограниченная послед-сть => 

∃М: 𝛼𝑛  ≤ 𝑀  для всех п. Заметим, что 

𝑊𝑛 = 𝑢1(𝑉 − 𝛼𝑛 ) + 𝑢2(𝑉 − 𝛼𝑛−1) + ⋯ +𝑢𝑛 (𝑉 − 𝛼1) 

= 𝑈𝑛𝑉 − 𝛽𝑛  

где 𝛽𝑛 = 𝑢1𝛼𝑛 + 𝑢2𝛼𝑛−1 + ⋯ +𝑢𝑛𝛼1 

Т.к. lim𝑛→∞ 𝑈𝑛 = 𝑈 ,  то достаточно доказать, что 

{βn} - бесконечно малая послед-сть. Т.к.   𝑢𝑘
∞
𝑘=1   

сходится абсолютно, то, фиксировав ∀ ε > 0, найдем 

для него т:     

  𝑢𝑘  

∞

𝑘=𝑚+1

<
𝜀

2𝑀
 

И  ∃ М1: для ∀ 𝑛     𝑢𝑘  

𝑛

𝑘=1

≤ 𝑀1 

Представив  βn в виде   𝛽𝑛 =  𝑢1𝛼𝑛 + ⋯ +
𝑢𝑚𝛼𝑛+1−𝑚  +  𝑢𝑚+1𝛼𝑛−𝑚 + ⋯ +𝑢𝑛𝛼1  
и выбрав по т номер п1настолько большим, что   

 𝛼𝑘  <
𝜀

2𝑀1

 

при k>n1   ̶  m (это можно сделать в силу бесконечной 

малости { αn }), с помощью неравенств: 

  𝑢𝑘  

∞

𝑘=𝑚+1

<
𝜀

2𝑀
,     𝑢𝑘  

𝑛

𝑘=1

≤ 𝑀1,  

 𝛼𝑛  ≤ 𝑀,    𝛼𝑘  <
𝜀

2𝑀1

 

(при k>n1  ̶  m) получим, что при п ≥ п1в выражении 

для βn каждая |[ ]| < ε/2 => | βn | <ε при п ≥ п1 .  

Т.к. ε > 0 произвольно => {βn} - бесконечно малая 

послед-сть. 
 

6. Бесконечные произведения, критерии 

сходимости. 

Пусть дана бесконечная числовая послед-стьv1, v2 , …, 

vk. Бесконечное произведение:  

𝑣1𝑣2 …𝑣𝑘 … =  𝑣𝑘

∞

𝑘=1

(𝟏) 

vk - члены бесконечного произведения. n  ̶ е частичное 

произведение: 

𝑃𝑛 = 𝑣1𝑣2 … 𝑣𝑘 … =  𝑣𝑘

𝑛

𝑘=1

 

О. Бесконечное произведение (1) 

называютсходящимся, если послед-сть частичных 
произведений Рпимеет конечный предел Р, отличный 

от 0: 

𝑃 =  𝑣𝑘

∞

𝑘=1

 

Каждому бесконечному произведению однозначно 

соответствует послед-сть его частичных произ-

ведений и каждой числовой послед-сти{Рп }, все 

элементы которой  ≠ 0, однозначно соответствует 

бесконечное произведение, для которого эта послед-

сть является послед-стью частичных произведений 

(𝑣𝑘 = 𝑃𝑘 𝑃𝑘−1  при k> 1 и v1 = P1). 

Т1.Необходимым условием сходимости бесконечного 

произведения (1) является стремление к 1 его k  ̶ го 

члена при k →∞ . 

Док  ̶ во. Пусть бесконечное произведение (1) 

сходится и имеет значение Р ≠ 0  => 

lim
𝑘→∞

𝑃𝑘−1 = lim
𝑘→∞

𝑃𝑘 = 𝑃 ≠ 0 

Т.к.  𝑣𝑘 = 𝑃𝑘 𝑃𝑘−1  =>lim𝑘→∞ 𝑣𝑘 ∃ и = 1. • 

З. На сходимость бесконечного произведения не вли-

яет удаление любого конечного числа членов этого 

произведения (если среди этих членов нет = 0). Если 

(1) сходится, то по Т1 все его члены 𝑣𝑘 > 0, начиная с 
некоторого номера. Т.к. конечное число первых 

членов не влияет на сходимость бесконеч-ного 

произведения, то при изучении вопроса о сходимости 

бесконечных произведений можно, не ограничивая 

общности, рассматривать лишь такие бесконечные 

произведения, у которых все члены > 0. 

Т2.Для того чтобы бесконечное произведение  (1) с 

положительными членами сходилось, необходимо и 

достаточно, чтобы сходился ряд 

 ln 𝑣𝑘

∞

𝑘=1

(𝟐) 

В случае сходимости сумма S  ряда (2) и значение Р 

произведения (1) связаны формулой 𝑃 = 𝑒𝑆. 

Док  ̶ во. Обозначим 

𝑃𝑛 = 𝑣1𝑣2 …𝑣𝑘 … =  𝑣𝑘

𝑛

𝑘=1

,   𝑆𝑛 =  ln 𝑣𝑘

𝑛

𝑘=1

    => 

𝑆𝑛 = ln 𝑃𝑛 ,      𝑃𝑛 = 𝑒𝑠𝑛  
В силу непрерывности показательной функции для 

всех значений аргумента и непрерывности 

логарифмической функции для всех положительных 

значений аргумента {Рп} сходится сходится {Sп}, 

причем если lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝑆,    то lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 = 𝑒𝑆∎ 

 

Представим беск. произведение  в виде  (𝑢𝑘 > −1): 

 (1 + 𝑢𝑘 )

∞

𝑘=1

=  1 + 𝑢1  1 + 𝑢2 …  1 + 𝑢𝑘 …   (𝟑) 

Из Т2 => вопрос о сходимости произведения (3) ≅ 

вопросу о сходимости ряда 

 ln 1 + 𝑢𝑘 (𝟒)

∞

𝑘=1

 

Т3. Если все 𝑢𝑘  (по крайней мере начиная с не-

которого номера) сохраняют один и тот же знак, 

то для сходимости бесконечного произведения (3) 

необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд  

 𝑢𝑘

∞

𝑘=1

(𝟓) 

Док-во.   Т.к. условие    
lim
𝑘→∞

𝑢𝑘 = 0 

необходимо и для сходимости ряда (5), и для сходи-

мости произведения (3), можно считать это условие 
выполненным при док-ве как необх-сти, так и дост-

сти. Но из этого условия и из асимптотич. формулы  

ln(1 + 𝑦) = 𝑦 + 𝑜(𝑦) 

=> lim
𝑘→∞

ln 1 + 𝑢𝑘 

𝑢𝑘

= 1    (𝟔) 

и   lim
𝑘→∞

𝑢𝑘

ln(1 + 𝑢𝑘 )
= 1    (𝟕) 

По условию теоремы все члены рядов (4) и (5), 

начиная с некоторого номера, сохраняют один и тот 

же знак => из (6) и (7) => ряд (5) сходится сходится 

ряд (4) в силу Сл* из Т** • 
 

О. Бесконечное произведение(3) называется абсо-

лютно сходящимся сходится абсолютно ряд (4). 

Т4. Бесконечное произведение (3) сходится аб-

солютно  сходится абсолютно ряд (5). 

Для док-ва  доказать, что ряд     𝑢𝑘  ∞
𝑘=1 сходится 

сходится ряд   ln(1 + 𝑢𝑘 ) ∞
𝑘=1 . Это вытекает из 

существования пределов (6) и (7). 
 

*: Если    𝑝𝑘
∞
𝑘=1  - ряд с неотрицательными членами,  

 𝑝𝑘
′∞

𝑘=1  -   ряд со строго положительными членами и 

если ∃ конечный lim𝑘→∞
𝑝𝑘

𝑝𝑘
′ = 𝐿, то  из сходимости  

 𝑝𝑘
′∞

𝑘=1  => сходимость ряда  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 ; из 

расходимости   𝑝𝑘
∞
𝑘=1 => расходимость   𝑝𝑘

′∞
𝑘=1 . 

**: Пусть   𝑝𝑘
∞
𝑘=1  и  𝑝𝑘

′∞
𝑘=1  - 2 ряда с 

неотрицательными членами и для всех номеров k 

справедливо неравенство     𝑝𝑘 ≤ 𝑝𝑘
′ .Тогда из 

сходимости   𝑝𝑘
′∞

𝑘=1  => сходимость ряда  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 ; из 

расходимости   𝑝𝑘
∞
𝑘=1 => расходимость   𝑝𝑘

′∞
𝑘=1 . 

 

7. Необходимое условие сходимости двойного 

ряда. Связь между сходимостью двойного ряда 

и повторного ряда. Критерий сходимости 

двойного ряда с неотрицательными членами. 

Рассмотрим счетное множество бесконечных 

числовых послед-стей 

𝑎11 , 𝑎12 … , 𝑎1𝑛 ,…              
𝑎21 , 𝑎22 … , 𝑎2𝑛 ,…(1) 

… 

𝑎𝑚1 , 𝑎𝑚2 … , 𝑎1𝑛 , …          
… 

Просуммировав каждую строку матрицы отдель-
но, получим бесконечную послед-сть рядов вида 

 𝑎𝑘𝑙

∞

𝑙=1

 𝑘 = 1,2, …  (𝟐) 

Просуммировав эту послед-сть,  получим 

повторный ряд   𝑎𝑘𝑙

∞

𝑙=1

 

∞

𝑘=1

(𝟑) 

Другой повторный ряд   𝑎𝑘𝑙

∞

𝑘=1

 

∞

𝑙=1

(𝟒) 

получится, если сначала просуммировать отдельно 

каждый столбец матрицы (1), а затем взять сумму 

элементов полученной при этом послед-сти. 

О1. Повторный ряд (3) называется сходящимся, 

если сходится каждый из рядов (2) и если 

сходится ряд    𝐴𝑘
∞
𝑘=1 , в котором 𝐴𝑘обозначает 

сумму k  ̶ го ряда (2). 

О2. Повторный ряд (4) называется сходящимся, 

если сходится каждый из рядов  

 𝑎𝑘𝑙

∞

𝑘=1

 𝑙 = 1,2, …  (𝟓) 

и если сходится ряд  𝐴𝑙
 ∞

𝑙=1 , в котором 𝐴𝑙
  

обозначает сумму  l ̶ го ряда (5). 

С матрицей (1)  связывают еще двойной   ряд 

 𝑎𝑘𝑙

∞

𝑘,𝑙=1

(𝟔) 

О3.Двойной ряд (6) называется сходящимся, если 

при независимом стремлении двух индексов т и п к 

бесконечности ∃ конечный предел 

lim
𝑛→∞
𝑚→∞

𝑆𝑚𝑛 (𝟕) 

прямоугольных частичных сумм 

𝑆𝑚𝑛 =   𝑎𝑘𝑙

𝑛

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

(𝟖) 

Предел (7) называют суммой двойного ряда (6). 

Из этого определения => если двойной ряд (6) 

получен  перемножением членов двух сходящихся 
«одинарных» рядов 

 𝑏𝑘

∞

𝑘=1

и     𝑐𝑙

∞

𝑙=1

(𝟗) 

т. е. если члены двойного ряда (6) равны 𝑎𝑘𝑙 =
𝑏𝑘𝑐𝑙 ,то этот двойной ряд сходится, а его сумма 

равна произведению сумм рядов (9). 

Из (8) => для ∀т ≥ 2, п ≥ 2  :  

𝑎𝑚𝑛 = 𝑆𝑚𝑛 − 𝑆𝑚 𝑛−1 − [𝑆 𝑚−1 𝑛 − 𝑆 𝑚−1  𝑛−1 ] 
Последнее равенство означает 

Утв.Необходимым условием сходимости двойного 

ряда (6) является стремление к 0 его общего чле-
на, т. е. существование при независимом 

стремлении т и п к бесконечности равного 0 

предела  

lim
𝑛→∞
𝑚→∞

𝑎𝑚𝑛  

Т1. Если сходится двойной ряд (6) и если сходятся 

все ряды по строкам (2), то сходится и 

повторный ряд (3), причем к этой же сумме, к 

которой сходится двойной ряд (6). 

Док ̶ во. Перейти при фиксированном т к пределу 

при п→∞ в (8) и учесть сходимость (2) к сумме 𝐴𝑘 : 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑚𝑛 =  𝐴𝑘

𝑚

𝑘=1

(𝟏𝟎) 

Из (10) => сумма повторного ряда (3) - это 

повторный предел при т→∞ правой части (10):  

lim⁡ (
𝑚→∞

lim
𝑛→∞

𝑆𝑚𝑛 ) 

Пусть  ∃ предел (7) и ∃ для ∀т предел (10). Из 

существования равного S предела (7) => для ∀ ε > 

0 ∃ т0 и n0: при т ≥ т0, п ≥ n0справедливо 
 𝑆𝑚𝑛 − 𝑆 < 𝜀 => т.к. для ∀т ∃ предел (10):  

для ∀т ≥ т0справедливо  

 lim
𝑛→∞

𝑆𝑚𝑛 − 𝑆 ≤ 𝜀 

=>  ∃  повторный предел        lim⁡ (
𝑚→∞

lim
𝑛→∞

𝑆𝑚𝑛 ) = 𝑆 

Т2. Если все эл-ты матрицы (1) неотрицательны, 

то для сходимости составленного из этой матри-

цы двойного ряда (6) необходимо и достаточно, 

чтобы его частичные суммы (8) были ограничены. 

Док  ̶ во. Необх-сть очевидна. Дост-сть.  Из 

ограниченности  𝑆𝑚𝑛  => существование точной 

верхней грани этого множества S: 

𝑆 = sup
1≤𝑚≤∞
1≤𝑛≤∞

𝑆𝑚𝑛  

По определению точной верхней грани для ∀ ε > 0 

∃ 𝑆𝑚0𝑛0
   :𝑆 − 𝜀 < 𝑆𝑚0𝑛0

≤ 𝑆       (11) 

Для всех т ип: т ≥ т0, п ≥ n0,  из неотрицатель-

ности элементов =>𝑆𝑚𝑛 ≥ 𝑆𝑚0𝑛0
 => и из (11) : 

𝑆 − 𝜀 ≤ 𝑆𝑚𝑛 ≤ 𝑆 для всех т ип при т ≥ т0, п ≥ n0 

=>∃ равныйS предел (7) => сходимость двойного 

ряда (6). 

 

8. Абсолютная сходимость двойного ряда. Взаимосвязь между 

сходимостью 4-х рядов: повторных, двойного и «одинарного».  

Рассмотрим счетное множество бесконечныхчисл. послед-стей 

𝑎11 , 𝑎12 … , 𝑎1𝑛 , …              
𝑎21 , 𝑎22 … , 𝑎2𝑛 , …(1) 

… 

𝑎𝑚1 , 𝑎𝑚2 … , 𝑎1𝑛 , …          
… 

Просуммировав каждую строку матрицы отдельно, получим 

бесконечную послед-сть рядов вида 

 𝑎𝑘𝑙

∞

𝑙=1

 𝑘 = 1,2, …  (𝟐) 

Просуммировав эту послед-сть,  получим  повторный ряд 

   𝑎𝑘𝑙

∞

𝑙=1

 

∞

𝑘=1

 𝟑    𝑎𝑘𝑙

∞

𝑘=1

 

∞

𝑙=1

(𝟒) 

Другой повторный ряд (4) получится, если сначала 

просуммировать отдельно каждый столбец матрицы (1), а затем 

взять сумму элементов полученной при этом послед-сти. 

О1. Повторный ряд (3) называется сходящимся, если сходится 

каждый из рядов (2) и если сходится ряд    𝐴𝑘
∞
𝑘=1 , в котором 

𝐴𝑘𝑙обозначает сумму k  ̶ го ряда (2). 

О2. Повторный ряд (4) называется сходящимся, если сходится 

каждый из рядов  

 𝑎𝑘𝑙

∞

𝑘=1

 𝑙 = 1,2, …  (𝟓) 

и если сходится ряд  𝐴𝑙
 ∞

𝑙=1 , в котором 𝐴𝑙
  обозначает сумму  l ̶ го 

ряда (5). 

С матрицей (1)  связывают еще двойной   ряд 

 𝑎𝑘𝑙

∞

𝑘,𝑙=1

(𝟔) 

О3.Двойной ряд (6) называется сходящимся, если при независимом 

стремлении т и п к ∞∃ конечный предел 

lim
𝑛→∞
𝑚→∞

𝑆𝑚𝑛 (𝟕) 

прямоугольных частичных сумм 

𝑆𝑚𝑛 =   𝑎𝑘𝑙

𝑛

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

(𝟖) 

Предел (7) называют суммой двойного ряда (6). 

Из этого определения => если двойной ряд (6) получен  

перемножением членов двух сходящихся «одинарных» рядов 

 𝑏𝑘

∞

𝑘=1

и     𝑐𝑙

∞

𝑙=1

(𝟗) 

т. е. если члены двойного ряда (6) равны 𝑎𝑘𝑙 = 𝑏𝑘𝑐𝑙 ,то этот 

двойной ряд сходится, а его сумма равна произведению сумм 

рядов (9). 

О4. Двойной ряд (6) называется абсолютно сходящимся,  если 

сходится двойной ряд, составленный из модулей элементов 

матрицы (1): 

  𝑎𝑘𝑙  

∞

𝑘,𝑙=1

(𝟔′) 

Т1.Если сходится   двойной   ряд из   модулей (6'), то сходится и 

двойной ряд (6). 

Док  ̶ во.Положим 

𝑝𝑘𝑙 =
 𝑎𝑘𝑙  + 𝑎𝑘𝑙

2
,    𝑞𝑘𝑙 =

 𝑎𝑘𝑙  − 𝑎𝑘𝑙

2
     => 𝑎𝑘𝑙 = 𝑝𝑘𝑙 − 𝑞𝑘𝑙(𝟏𝟎) 

Здесь 0 ≤ 𝑝𝑘𝑙 , 𝑞𝑘𝑙 ≤  𝑎𝑘𝑙  . По Т** из сходимости двойного ряда (6') 

=> ограниченность его частичных сумм => ограничены частичные 

суммы двойных рядов 

 𝑝𝑘𝑙

∞

𝑘,𝑙=1

и     𝑞𝑘𝑙

∞

𝑘,𝑙=1

 

=> эти ряды сходятся по Т**. Обозначим их суммы Ри Q. Из (10) 

ряд (6) сходится к Р  ̶  Q. • 
 

Обычный ряд, его члены - занумерованные в ∀ порядке элементы 

матрицы (1):     𝑎𝑟
∞
𝑟=1 (𝟏𝟏) 

Т2. Рассмотрим 4 ряда: два повторных ряда (3) и (4), двойной ряд 

(6) и ряд вида (11). Если хотя бы один из этих 4-х рядов сходится 

при замене его членов их абсолютными величинами, то все 4 ряда 

сходятся и имеют одну и ту же сумму. 

Док-во. 1) док-во сходимости  для повторных рядов (3) и (4) 

рассуждения аналогичны (только меняются ролями 1-й и 2-й 

индексы) => рассматриваем только ряд (3).  

I) док-во, что из сходимости повторного ряда (3), у которого все 

члены заменены их модулями => абсолютная сходимость  ряда 

(11). Пусть 

𝑆∗ =     𝑎𝑘𝑙  

∞

𝑙=1

 

∞

𝑘=1

(𝟑′) 

=> при ∀ 𝑚 и 𝑛      𝑎𝑘𝑙  

∞

𝑙=1

∞

𝑘=1

≤ 𝑆∗(𝟏𝟐) 

Если  𝑆𝑟
∗ =  𝑎1 +  𝑎2 + ⋯ +  𝑎𝑟      ̶   ∀   частичная сумма ряда   

  𝑎𝑟  
∞
𝑟=1 (𝟏𝟏′) 

получающегося при замене членов ряда (11) их модулями, то 

можно найти столь большие  т и п, что все члены ряда (11), 

входящие в его частичную сумму с номером r, будут содержаться 

в первых т строках и первых п столбцах матрицы (1) = >  в силу 

(12) :   𝑆𝑟
∗ ≤ 𝑆∗ =>  послед-сть частичных сумм ряда (11') 

ограничена=> ряд (11') сходится (по Т***) =>  (11) сходится 

абсолютно. 

II) док-во, что из абсолютной сходимости ряда (3) => абсолютная 

сходимость двойного ряда (6). Пусть ряд (11') сходится => по Т*** 

послед-сть его частичных сумм {𝑆𝑟
∗} ограничена. Фиксируем ∀ 

частичную сумму 𝑆𝑚𝑛
∗ двойного ряда из модулей (6'). Заведомо 

найдется номер r настолько большой, что r  ̶ я частичная сумма 

ряда (11) будет содержать все члены, входящие в частичную 

сумму Sтпряда (6) =>𝑆𝑚𝑛
∗ ≤ 𝑆𝑟

∗ => множество всех частичных сумм 

двойного ряда (6') ограничено => по Т**  ряд (6') сходится. 

III) док-во, что из абсолютной сходимости ряда  (6) => сходимость 

повторного ряда (3), у которого все члены заменены их модулями. 

Пусть сходится ряд  (6') => при ∀kи ∀п сумма    𝑎𝑘𝑙  
𝑛
𝑙=1   

ограничена суммой ряда (6') => по Т*** каждый из рядов  

  𝑎𝑘𝑙  

∞

𝑙=1

 𝑘 = 1,2, …  (𝟏𝟑) 

имеет ограниченную послед-сть частичных сумм => каждый из 

рядов (13) сходится => по Т* сходится повторный ряд из модулей 

(3') . 

2) док-во совпадения сумм рядов (3), (6) и (13). Пусть S - сумма 

двойного ряда (6) => сумма ряда (13) равна S, т.к. в силу 

абсолютной сходимости этого ряда его сумма не меняется при 

изменении порядка следования его членов и этот порядок можно 

изменить так, что частичные суммы после изменения порядка 

будут содержать в качестве подмножества частичные суммы 

Sтпдвойного ряда (13). Из сходимости рядов (13) => сходимость 

рядов (2) => по Т* сумма повторного ряда (3) также равна S. 

----------------------------------------------------------------------------------- 

*: Если сходится двойной ряд (6) и если сходятся все ряды по 

строкам (2), то сходится и повторный ряд (3), причем к этой же 

сумме, к которой сходится двойной ряд (6). 

**: Если все элементы матрицы (1) неотрицательны, то для 

сходимости составленного из этой матрицы двойного ряда (6) 

необходимо и достаточно, чтобы его частичные суммы (8) были 

ограничены. 

***: Чтобы ряд с неотрицательными членами сходился, 

необходимо и достаточно, чтобы послед-сть частичных сумм 

этого ряда была ограничена. 

 

 

 

 

 

 

 



9. Обобщенные методы суммирования 

расходящихся рядов (Чезаро и Пуассона  ̶ Абеля). 

𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑘 + ⋯ =  𝑢𝑘

∞

𝑘=1

(𝟏) 

Сумма (1)  ̶  числовой ряд ,иk   ̶  члены ряда (1). п - я 

частичная суммой ряда:  

𝑆𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝟐) 

О.Ряд (1) называется сходящимся, если сходится 

послед-сть{Sп} частичных сумм (2) этого ряда. При 

этом предел S указанной последовательности {Sп} 

называется суммой ряда (1):  

𝑆 =  𝑢𝑘

∞

𝑘=1

 

Ряд, сходящийся в обычном смысле и имеющий 

обычную сумму S, должен иметь обобщенную 

сумму, и притом также равную S. Метод 

суммирования, обладающий указанным свойством, 

называется регулярным. Понятие обобщенной 

суммы подчиним условию: если ряд   𝑢𝑘
∞
𝑘=1   имеет 

обобщенную суммуU,аряд   𝑣𝑘
∞
𝑘=1   имеет 

обобщенную сумму V, то ряд 

 (𝐴𝑢𝑘

∞

𝑘=1

+ 𝐵𝑣𝑘) 

гдеАи В  ̶ ∀ постоянные, имеет обобщенную сумму 

(АU+ВV). Метод суммирования, удовлетворяющий 

указанному условию, называется линейным. 

Метод Чезаро(методсредних арифметических). 

Ряд (1) суммируем методом Чезаро, если ∃ предел 

средних арифметических сумм этого ряда: 

lim
𝑛→∞

𝑆1 + 𝑆2 + ⋯ +𝑆𝑛

𝑛
(𝟑) 

Предел (3) называется обобщенной в смысле Чезаро 

суммой ряда (1). 

Линейность метода суммирования Чезаро 

очевидна.Регулярность вытекает из Л*, т.к. если  

{𝑆𝑛} → S, то  предел (3) ∃ и также =S. 

Метод Пуассона - Абеля. По ряду (1) составим 
степенной ряд 

 𝑢𝑘𝑥𝑘−1

∞

𝑘=1

= 𝑢1 + 𝑢2𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑘𝑥𝑘−1 + ⋯   (𝟒) 

Если он сходится для ∀х из  0 <x< 1 и если его сумма 

S(х)имеет левое предельное значение  

lim
𝑥→1−0

𝑆(𝑥) 

в точке х = 1, то  ряд (1) суммируем методом 

Пуассона - Абеля. Это предельное значение 

называется суммой ряда (1) в смысле Пуассона - 

Абеля. 

Линейность метода Пуассона - Абеля очевидна. 

Докажем регулярность . Пусть ряд (1) сходится в 
обычном смысле и его сумма = S. Надо доказать:  

1) ряд (4) сходится для ∀х из 0 <x< 1;   

2) сумма S(х) ряда (4) имеет в точке х = 1левое 

предельное значение, равное S. 

1) (1) сходится => то послед-сть его членов 

бесконечно малая => и ограниченная =>∃М:для всех 

k:   𝑢𝑘  ≤ 𝑀 => для ∀х из  0 <x< 1  оценка модуля k  ̶ 

го члена ряда (4) : 𝑢𝑘𝑥𝑘−1 ≤ 𝑀 𝑥 𝑘−1. 

| x|<1 =>  ряд    𝑥 𝑘−1∞
𝑘=1   сходится => в силу З** 

сходится ряд (4). 

2) Пусть 𝑆𝑛  - п - ячастичная сумма ряда (1), а S - его 

обычная сумма. С помощью преобразования Абеля 

*** можно убедиться, что для ∀х из 0 <x< 1 : 

 𝑢𝑘𝑥𝑘−1

∞

𝑘=1

=  1 − 𝑥  𝑆𝑘𝑥𝑘−1

∞

𝑘=1

(𝟓) 

Вычтем  (5)  из тождества: 

𝑆 =  1 − 𝑥  𝑆𝑥𝑘−1

∞

𝑘=1

 

Обозначая через 𝑟𝑘k ̶  й остаток ряда  (1): 

𝑆 −  𝑢𝑘𝑥𝑘−1

∞

𝑘=1

=  1 − 𝑥  𝑟𝑘𝑥𝑘−1

∞

𝑘=1

   => 

 𝑆 − 𝑆 𝑥 =  1 − 𝑥  𝑟𝑘𝑥𝑘−1

∞

𝑘=1

(𝟔) 

Надо доказать, что для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : левая часть 

(6) меньше ε для ∀х из 1- δ <x< 1. Т.к.  𝑟𝑘  → 0 при 

k→∞, то для  ε /2 > 0 ∃k0 : 𝑟𝑘  < 𝜀/2 при k ≥ k0  => 

  1 − 𝑥  𝑟𝑘𝑥𝑘−1

∞

𝑘=𝑘0

 <
𝜀

2
  1 − 𝑥  𝑥𝑘−1

∞

𝑘=𝑘0

 <
𝜀

2
 

Остается доказать, что для х, достат-но близких к 1, 

  1 − 𝑥  𝑟𝑘𝑥𝑘−1

𝑘0−1

𝑘=1

 <
𝜀

2
 

но это очевидно, т.к. сумма в последнем неравенстве 

ограничена. Регулярность метода доказана.   

*: Если послед-сть{ап} сходится к пределу l, то к 

тому же пределу сходится и послед-стьζп =  (а1+ a2 

+ … +ап) / п средних арифметических чисел а1, а2, .. . 

,ап. 

**: Т сравнения. Пусть   𝑝𝑘
∞
𝑘=1  и  𝑝𝑘

′∞
𝑘=1  -2 ряда с 

неотрицательными членами. Пусть для всех 

номеров k справедливо : 𝑝𝑘 ≤ 𝑝𝑘
′ .Тогда из сходи-

мости   𝑝𝑘
′∞

𝑘=1  => сходимость ряда  𝑝𝑘
∞
𝑘=1 ; из 

расходимости   𝑝𝑘
∞
𝑘=1 => расходимость   𝑝𝑘

′∞
𝑘=1 . 

З. Т справедлива, если  𝑝𝑘 ≤ 𝑝𝑘
′   заменить на:  

𝑝𝑘 ≤ 𝑐𝑝𝑘
′  ,где с - ∀const>0 . 

***: Пусть {иk} и {vk}   ̶  2∀ послед-сти, Sk = и1+и2+. 

. .+иk, п и р  ̶  2∀ номера (п> 0, S0 = 0). Тогда 

справедливо преобразование Абеля 

 𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

=  𝑆𝑘 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘+1 

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

+ 𝑆𝑛+𝑝+1𝑣𝑛+𝑝+1 − 

−𝑆𝑛𝑣𝑛+1 

 

10. Функциональные последовательности и ряды. 

Равномерная сходимость. Критерий Коши. 

Пусть на числовой прямой Е
1
 или вт  - мерном 

евклидовом пр-ве Е
т
задано некоторое множество 

{x}.Если каждому пиз натурального ряда чисел 1, 2, 

... ..., п, ... ставится в соответствие по определенному 

закону некоторая функция  fп(х), определенная на 

множестве {x}, то множество занумерованных 

функций  f1 (x),f2 (x), ..., fn(x),  ... называется 

функциональной послед-стью. 
fn(x)  ̶  члены или элементы послед-сти,  множество 

{x}  ̶  область определения  послед-сти. 

Пусть {ип(х)} - функц. послед-сть, {х} - ее область 

определения. Формально написанная сумма  

 𝑢𝑛 (𝑥)

∞

𝑛=1

= 𝑢1 𝑥 + 𝑢2 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛  𝑥 …    (𝟏) 

бесконечного числа членов этой функц. послед-сти - 

функциональный   ряд.𝑢𝑛  𝑥   ̶ члены  ряда, {х}   ̶  

область  определения этого ряда. Сумма первых 
пчленов  ряда (1)   ̶  n  ̶ я частичная сумма.  

Изучение функц. рядов ≅ изучению функц. послед-

стей, ибо каждому функц. ряду (1) однозначно 

соответствует функц. послед-сть 

S1(x), S2(x), …, Sn(x), …           (2) 

его частичных сумм и, наоборот, каждой функц. 

послед-сти (2) однозначно соответствует функц.  ряд 

(1) с членами  u1(х)= S1(x),  ип(х) = Sп (х)  ̶  Sп  ̶ 1 (х)при 

n ≥ 2. 

Пусть {х} пр-ва Е
т
- область определения функц. 

послед-сти (функц. ряда). Фиксируем ∀ точку x0 = 

(x1º, x2º, …, хтº)∇{х}и рассмотрим все члены функц. 

послед-сти (функц. ряда) в х0 => получим числовую 

послед-сть (числовой ряд). Если эта числовая 

послед-сть (числовой ряд) сходится, то функц. 

послед-сть (функц. ряд) сходится в точкех0. 

Множество всех точек х0,в которых сходится данная 

функц. послед-сть (функц. ряд), называется 

областью сходимости этой послед-сти (ряда). 

Пусть {х} - область сходимости функц. послед-сти{fп 

(х)}. Совокупность пределов, взятых для всех точек 

х ∇{х}, порождает множество всех значений вполне 

определенной функции  f(х), определенной на {х}. 

Эту функцию называют предельной функциейфункц. 

послед-сти. 

Если {х} - область сходимости функц. ряда  (2),то на 

{х} определена функция  S(х), являющаяся 

предельной функцией послед-сти частичных сумм 

этого ряда и называемая его суммой. 

Пусть функц. послед-стьf1 (x),f2 (x), ..., fn(x),  ... (3)  

сходится на {х}пр-ва Е
т
к предельнойf(x). 

О1.  Послед-сть(3) сходится к функции  f(х) 

равномерно  на {х}, если для ∀ε > 0 ∃N =N(ε) : для 

всех п(п ≥ N(ε)) и для всех точек х ∇{х}:  
 𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓(𝑥) < 𝜀        (𝟒) 

О2. Функц. ряд называется равномерно сходящимся 

на {х}  к сумме S(х), если послед-сть{Sn(x)} его 

частичных сумм сходится равномерно на 

множестве {х} к предельной функции S(х). 

Т1(критерий Коши).Чтобы функц. послед-сть 

{fn(x)} равномерно на {х} сходилась к некоторой 
предельной функции, необходимо и достаточно, 

чтобы для ∀ε > 0 ∃N = N (ε), гарантирующий 

справедливость неравенства    

 𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛 (𝑥) < 𝜀        (𝟓) 

для всех номеров п(п ≥ N(ε)),  всех р ∇ ℕи всех точек 

х ∇{х}.  

Т2. Чтобы функц.  ряд 

 𝑢𝑘 (𝑥)

∞

𝑘=1

(𝟔) 

равномерно на {х} сходился к некоторой сумме, 

необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0  

∃N =N(ε), гарантирующий справедливость   

  𝑢𝑘 (𝑥)

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 < 𝜀    (𝟕) 

для всех номеров п(п ≥ N(ε)),  всех р ∇ ℕи всех точек 

х ∇{х}. 

(Т2 - следствие Т1, т.к. в левой части (7) под знаком 

модуля стоит разность Sп+p(х)   ̶  Sп (х)частичных 

сумм с номерами п+ри п функц. ряда (6)). 

Док-во Т1. Необх-сть. Пусть {𝑓𝑛  𝑥 } ⇉ 𝑓 (𝑥) на {х} 

=> фиксировав ∀ ε > 0, найдем N(ε) : 

 𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓(𝑥) <
𝜀

2
(𝟖) 

справедливо для всех п(п ≥ N(ε)) и для всех х ∇{х}. 

Если р -∀ натур. число, то при п ≥ N(ε): п+p ≥ N(ε) 

для всех п (п ≥ N(ε)), всех р ∇ ℕи всех х из ∇{х}:  

 𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛 (𝑥) <
𝜀

2
(𝟗) 

Так как модуль суммы двух величин не превосходит 

суммы их модулей, то из (8) и (9) : 

 𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛  𝑥  ≡ 

≡   𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓 𝑥  +  𝑓 𝑥 −𝑓𝑛  𝑥   ≤ 

≤  𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓 𝑥  +  𝑓 𝑥 −𝑓𝑛  𝑥  < 𝜀 

(для всех п(п ≥ N(ε)), всех р ∇ ℕи всех х из ∇{х}).  

Дост-сть. Пусть для ∀ ε > 0 ∃N =N(ε) :  (5) 

справедливо для всех п(п ≥ N(ε)), всех р ∇ ℕи всех х 

из ∇{х}. Из (5) и из критерия Коши сходимости 

числовой последовательности (Чтобы послед-сть 

была сходящейся, необходимо и достаточно, чтобы 

она была фундаментальной) => сходимость  {fn(x)} в 

каждой точке х ∇{х}и существование определен-ной 

в каждой х ∇{х}предельной функции  f(х). 

Фиксировав ∀п(п ≥ N(ε))и ∀ х ∇{х}, перейдем в (5) к 

пределу при р → ∞. Используя Т(Если все элементы 

сходящейся послед-сти{хn}, по крайней мере 
начиная с некоторого номера, удовлетворяют 

неравенствухn ≥ b(хn ≤ b), то и предел этой послед-

сти удовлетворяет неравенствух ≥ b(х ≤ b)) 

получим, что для ∀п (п ≥ N(ε))и ∀х ∇{х}:  
 𝑓 𝑥 −𝑓𝑛  𝑥  ≤ 𝜀 < 2𝜀=>{𝑓𝑛  𝑥 } ⇉ 𝑓 (𝑥) на {х}. 

 

11. Признаки равномерной сходимости функц. рядов (два 

признака Абеля, признаки Дирихле  ̶ Абеля ,  Вейерштрасса). 

О1.  Функц. послед-сть𝑓1 𝑥 , … , 𝑓𝑛 𝑥 , …  сходится к функции  

f(х) равномерно  на множестве {х}, если для ∀ε > 0 ∃N= N(ε) : для 

всех п (п ≥ N(ε)), и для всех х ∇{х} : 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  < 𝜀         
О2. Функц. ряд называется равномерно сходящимся на {х}  к 

сумме S(х), если послед-сть{Sn(x)} его частичных сумм сходится 

равномерно на {х} к предельной функции S(х). 

Т1. (признак Вейерштрасса).Если функц.  ряд 

 𝑢𝑘(𝑥)

∞

𝑘=1

(𝟏) 

определен на {х} пр-ва Е
т
 и если ∃ сходящийся числовой ряд 

 𝑐𝑘

∞

𝑘=1

(𝟐) 

такой, что для всех х ∇{х} и для всех k справедливо неравенство 
 𝑢𝑘(𝑥) ≤ 𝑐𝑘(𝟑) 

то функц. ряд (1) сходится равномерно на {х}. 

Док-во. Фиксируем ∀ ε > 0. Т.к. ряд (2) сходится, то по критерию 

Коши* ∃N(ε) : 

 𝑐𝑘

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

< 𝜀    (𝟒) 

для всех п(п ≥ N(ε)) и  р ∇ ℕ. Из (3)  и (4)  и из «модуль суммы не 

превосходит сумму модулей» => 

  𝑢𝑘

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 ≤   𝑢𝑘  

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

≤  𝑐𝑘

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

< 𝜀     

(для всех п(п ≥ N(ε)), всех р ∇ ℕи всех точек x∇{х}) . Ряд (1) 

сходится равномерно на {х}по критерию Коши**.   

О3. Функц. послед-сть{fn(x)} называется равномерно ограни-

ченной на {x}, если ∃ вещественное M> 0, что для всех п и всех 

точек х ∇{x} : 𝑓𝑛 𝑥  ≤ 𝑀 

О4.Функц. послед-сть{vn(x)}называется послед-стью, облада-

ющей на {x} равномерно ограниченным изменением, если 

сходится равномерно на {x}функц. ряд 

  𝑣𝑘+1 𝑥 − 𝑣𝑘(𝑥) 

∞

𝑘=1

(𝟓) 

З1.Всякая послед-сть, обладающая на {x} равномерно 

ограниченным изменением, сходится равномерно на {х} к 

некоторой предельной функции. Из равномерной на {x} сходи-

мости ряда (5) и из критерия Коши** => равномерная на {x}  

сходимость ряда 

  𝑣𝑘+1 𝑥 − 𝑣𝑘(𝑥) 

∞

𝑘=1

(𝟓′) 

n-я частичная сумма которого :  𝑆𝑛 𝑥 = 𝑣𝑛+1 𝑥 − 𝑣1(𝑥) 

=>{𝑣𝑛 𝑥 } ⇉ 𝑣 (𝑥), где 𝑣 (𝑥) = 𝑆(𝑥) + 𝑣1(𝑥), S(х)   ̶  сумма ряда 

(5'). 

Т2 (1 ̶ й признак Абеля).  Если функц. ряд  

 𝑢𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

(𝟏) 

обладает равномерно ограниченной на {x}  послед-стью 

частичных сумм, а функц. послед-сть{vn(x)}обладает равно-

мерно ограниченным на {x}  изменением и имеет предельную 

функцию, ≡ 0, то на {x} сходится равномерно функц. ряд 

  𝑢𝑛(𝑥)𝑣𝑛(𝑥) 

∞

𝑛=1

(𝟔) 

Док  ̶ во. Послед-стьSп (х)частичных сумм ряда (1) равномерно 

ограничена =>∃M> 0 : для всех п и всех х ∇{x} :  𝑆𝑛 𝑥  ≤ 𝑀. 

Фиксируем ∀ ε > 0 и по нему N : для всех п>N, всех р ∇ ℕи всех 

точек х ∇ {x} (т.к. по З1 {𝑣𝑛 𝑥 } ⇉ 0 и ряд (5) равномерно на {x} 

сходится) : 

 𝑣𝑛(𝑥) <
𝜀

3𝑀
(𝟕) 

  𝑣𝑘+1 𝑥 − 𝑣𝑘(𝑥) 

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

<
𝜀

3𝑀
(𝟖) 

В силу тождества Абеля    

 𝑢𝑘𝑣𝑘

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

=  𝑆𝑘(𝑣𝑘 − 𝑣𝑘+1)

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

+ 𝑆𝑛+𝑝+1𝑣𝑛+𝑝+1 − 𝑆𝑛𝑣𝑛+1 

и т.к. модуль суммы не превосходит сумму модулей: 

   𝑢𝑘 𝑥 𝑣𝑘 𝑥  

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 ≤   𝑆𝑘 𝑥  𝑣𝑘 𝑥 − 𝑣𝑘+1 𝑥  

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 + 

+ 𝑆𝑛+𝑝+1 𝑥  ∙  𝑣𝑛+𝑝+1 𝑥  +  𝑆𝑛(𝑥) ∙  𝑣𝑛+1(𝑥)  

Учитывая, что для всех пи всех  х из {x} 𝑆𝑛 𝑥  ≤ 𝑀:  

   𝑢𝑘 𝑥 𝑣𝑘 𝑥  

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 ≤ 𝑀   𝑣𝑘+1 𝑥 − 𝑣𝑘 𝑥  

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

+ 

+𝑀 𝑣𝑛+𝑝+1 𝑥  + 𝑀 𝑣𝑛+1(𝑥)  

=>  и из  (7)  и  (8) для всех п>N, всех р ∇ ℕи всех точек х ∇ {x} : 

   𝑢𝑘 𝑥 𝑣𝑘 𝑥  

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 < 𝜀 

=> ряд (9) сходится равномерно на {x} (по Т**).  

З2.На равномерную на {x} сходимость функц. ряда не влияет 

отбрасывание ∀ конечного числа его 1-х членов. При отбра-

сывании конечного числа N 1-х членов все частичные суммы 

𝑆𝑛 𝑥 функц. ряда, начиная с п ≥ N, изменяются на одну и ту же 

функцию (= сумме первых N членов) => разность  𝑆𝑛+𝑝 𝑥 −

𝑆𝑛(𝑥) в критерии Коши (Т** и Т***) при ∀п ≥N и для ∀р ∇
ℕбудет иметь то же значение, что и до отбрасывания 1-х N 

членов. 

З3. Если функц. ряд сходится равномерно на {x}, то для ∀ε > 0 

можно отбросить такое конечное число его 1-х членов, что все 

частичные суммы 𝑆 𝑛 𝑥  функц. ряда, получающегося после 

отбрасывания этих членов, для всех х из {x}, будут 

удовлетворять неравенству 𝑆 𝑛 𝑥  < 𝜀   (𝟗) 

По критерию Коши равномерной на  {x} сходимости исходного 

функц. ряда для ∀ε > 0 ∃N=N(ε): для всех х из {x} и всех  

р∇ ℕ:  𝑆𝑁+𝑝 𝑥 − 𝑆𝑁(𝑥) < 𝜀   (𝟏𝟎) 

Под знаком модуля в (10) стоит частичная сумма 𝑆 𝑝 𝑥  с номером 

рфункц. ряда, полученного после отбрасывания 1-х N членов у 

исходного ряда => (10) переходит в (9). 

Т3 (2 ̶ й признак Абеля).Если функц. ряд (1) сходится равно-

мерно на {x}, а функц. послед-сть{vn(x)} обладает равномерно на 

{x} ограниченным изменением и является равномерно ограни-

ченной на {x}, то функц. ряд (6) сходится равномерно на {x}. 

Док- во. {vn(x)}равномерно ограничена на {x} =>∃M> 0 : для всех 

п и всех х ∇{x} : 𝑣𝑛 (𝑥) ≤ 𝑀     (𝟏𝟏) 

Фиксируем ∀ ε > 0. В силу З3 можно отбросить у ряда  (1) такое 

конечное число N 1-х членов, что все 𝑆𝑛 𝑥 полученного функц. 

ряда будут для всех х из {x} и всех п: 

 𝑆𝑛 𝑥  ≤
𝜀

3𝑀
(𝟏𝟏′) 

Отбросим у рядов (1), (5) и (6) 1-е N членов. (Это в силу З2 не 

влияет на их равномерную на {x} сходимость). В силу критерия 

Коши равномерной на {х}сходимости ряда (5) (с отброшенными 

1-ми N членами) для M> 0 ∃N1 : при всех х из {x}, для всех п ≥ N1 

и для ∀ р ∇ ℕ : 

  𝑣𝑘 𝑥 − 𝑣𝑘+1(𝑥) 

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

≤ 𝑀   (𝟏𝟏′′) 

В силу тождества Абеля для всех n и ри всех х из {x} :  

  𝑢𝑘 𝑥 ∙ 𝑣𝑘 𝑥 

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 ≤    𝑆𝑘 𝑥  ∙  𝑣𝑘 𝑥 − 𝑣𝑘+1 𝑥  

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1

 + 

+ 𝑆𝑛+𝑝+1 𝑥  ∙  𝑣𝑛+𝑝+1 𝑥  +  𝑆𝑛(𝑥) ∙  𝑣𝑛+1(𝑥)  

=> из (11), (11’) и (11’’)для всех п ≥ N1 , всех р ∇ ℕи всех х ∇{x}: 

  𝑢𝑘 𝑥 ∙ 𝑣𝑘 𝑥 

𝑛+1+𝑝

𝑘=𝑛+1

 < 𝜀 

=> по критерию Коши равномерная на {x}  сходимость функц. 

ряда (6).  

Сл. (признак Дирихле - Абеля).Если функц. ряд (1) обладает 

равномерно ограниченной на {x}  послед-стью частичных сумм, а 

функц. послед-сть{vn(x)} не возрастает в каждой точке {x}  и 

равномерно на этом множестве сходится к 0, то функц. ряд (6) 

сходится равномерно на {x}. 

Т.к. {vn(x)}не возрастает в каждой точке {x} и {𝑣𝑛 𝑥 } ⇉ 0 на {x} 

=>п  ̶ я частичная сумма ряда (5) Sп (х) =𝑣1 𝑥 − 𝑣𝑛+1(𝑥) 

=>{vn(x)}обладает на  {x} равномерно ограниченным изменением 

=>∃ равномерный на {x} предел 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 𝑥 = lim
𝑛→∞

 𝑣1 𝑥 − 𝑣𝑛+1(𝑥) = 𝑣1 𝑥  

*: Чтобы ряд  𝑢𝑘
∞
𝑘=1 сходился,   необходимо и достаточно, что-

бы для ∀ε > 0 ∃ N : для ∀п ≥ N  и для ∀ 𝑝 ∇ ℕ :  𝑢𝑘
𝑛+𝑝
𝑘=𝑛+1  < 𝜀 

**: Чтобы функц.  ряд   𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1 равномерно на {х} сходился к 

некоторой сумме, необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0 

∃N =N(ε), гарантирующий справедливость неравенства 

  𝑢𝑘(𝑥)
𝑛+𝑝
𝑘=𝑛+1  < 𝜀  для всех п(п ≥ N(ε)),  всех р ∇ ℕ и всех х ∇{х}. 

***:  Чтобы функц. послед-сть{fn(x)} равномерно на {х} 

сходилась к некоторой предельной функции, необходимо и 

достаточно, чтобы для ∀ε > 0 ∃N = N (ε), гарантирующий 

справедливость неравенства    𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛 (𝑥) < 𝜀 для всех п(п ≥ 

N(ε)),  всех р ∇ ℕи всех  х ∇{х}.  

 

12. Признак Дини равномерной сходимости функциональных 

рядов и последовательностей. Почленный переход к пределу, 

непрерывность предельной функции функциональных рядов 

и последовательностей. 

О1.  Функц. послед-сть𝑓1 𝑥 , … , 𝑓𝑛 𝑥 , …сходится к функции  f(х) 

равномерно  на множестве {х}, если для ∀ε > 0 ∃N= N(ε) : для 

всех п(п ≥ N(ε)), и для всех х ∇{х} : 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  < 𝜀         
О2. Функц. ряд называется равномерно сходящимся на {х}  к 

сумме S(х), если послед-сть{Sn(x)} его частичных сумм сходится 

равномерно на {х} к предельной функции S(х). 

Т1. (признак Дини).Если послед-сть{fn(x)} не убывает (или не 

возрастает) в каждой точке х замкнутого ограниченного 

множества {х} пр-ва Е
т
 и сходится на {х} к предельной функции  

f(х) и если все члены послед-стиfn(x) и предельная функция  f(х)  

непрерывны на {х}, то сходимость послед-сти{fn(x)}  является 

равномерной на {х}. 

Док-во. Пусть {fn(x)} не убывает на замкнутом ограниченном 

{х}(для невозрастающей послед -сти все ее элементы умножаются 

на  ̶ 1). Положим 𝑟𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥 −𝑓𝑛 𝑥 . Св-ва послед-сти{rn(x)}: 

1)  все rn(x)неотрицательны и непрерывны на  {х}; 

2)  {rn(x)}не возрастает на {х}; 

3)  для ∀ 𝑥 ∇   𝑥    ∃  lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 𝑥 = 0 

Надо доказать, что {𝑟𝑛 𝑥 } ⇉ 0 на {х}, т. е. что для ∀ ε > 0 ∃ хотя 

бы 1 номер п: rn(x)<εдля всех х ∇{х}(=> т.к. {rn(x)} не воз-

растает,rn(x)<ε  будет верно и для всех следующих номеров.)  

Пусть  ∃ ε > 0 : нет ни одного  птакого, что rn(x)<εсразу для всех х 

из {х} => для ∀п ∃ хотя бы 1 точка хп∇{х} :  rn(x) ≥  ε(1) 

В силу ограниченности  {х}и Т. Больцано - Вейерштрасса  (Из ∀ 

ограниченной послед-сти{Мn} точек пр-ва Е
т
 можно выделить 

сходящуюся подпослед-сть)  из послед-сти{хn}можно выделить 

подпослед-сть точек  𝑥𝑛𝑘
 → х0. Т.к. {х} замкнуто, то х0∇{х}. Т.к. 

каждая  rт (х) непрерывна в  х0,тодля ∀ 𝑚 ∶ 
lim
𝑘→∞

𝑟𝑚 𝑥𝑛𝑘
 = 𝑟𝑚 𝑥0 (𝟐) 

Выбрав для каждого  т номер 𝑛𝑘 > 𝑚,получим (в силу 

невозрастания  {rт (х)}):  𝑟𝑚 𝑥𝑛𝑘
 ≥ 𝑟𝑛𝑘

 𝑥𝑛𝑘
  

=> и из (1) для∀ 𝑛𝑘 > 𝑚:   𝑟𝑚 𝑥𝑛𝑘
 ≥ 𝜀  (𝟑) 

Из (2) и (3) =>𝑟𝑚 𝑥0 ≥ 𝜀(для ∀т), а это противоречит {𝑟𝑛 𝑥 } ⇉
0в точке х0.  

З3. В Т. Дини  существенно требование монотонности послед-

сти{fn(x)}на {x}, т.к. немонотонная на {x} послед-сть 

непрерывных на {x} функций может сходиться в каждой точке х 

из {x} к непре-рывной на {x} функции f(х),но не сходиться 

равномерно на {x}. 

Т1*.Если все члены функц. ряда непрерывны и неотрицательны 

(или неположительны) на замкнутом ограниченном множестве 

{х} и если в каждой точке  {х} этот ряд сходится и сумма его 

является непрерывной на  {х} функцией, то его сходимость 

является равномерной на{х}. 

Рассмотрим ∀𝑥0пр-ва Е
т
и ∀ {x}пр-ва Е

т
, для которого 𝑥0 является 

предельной. При этом 𝑥0может не принадлежать {x}. 

Т2. Если функц. ряд 

 𝑢𝑘(𝑥)

∞

𝑘=1

(𝟒) 

сходится равномерно на {x} к сумме S(х)  и у  всехчленов этого 

ряда в 𝑥0∃  предел 

lim
𝑥→𝑥0

𝑢𝑘 𝑥 = 𝑏𝑘 

то и сумма ряда S(х) имеет в  𝑥0  предел, причем 

lim
𝑥→𝑥0

𝑆 𝑥 =   lim
𝑥→𝑥0

𝑢𝑘 𝑥  

∞

𝑘=1

=  𝑏𝑘

∞

𝑘=1

(𝟓) 

т. е. символ limпредела и символ Σсуммирования можно пере-

ставлять местами (к пределу можно переходить почленно). 

Док-во.  1) докажем  сходимость   𝑏𝑘
∞
𝑘=1  .  По критерию Коши* 

для ряда (4), для ∀ ε > 0 ∃N(ε): 

 𝑢𝑛+1 𝑥 + 𝑢𝑛+2 𝑥 + ⋯ + 𝑢𝑛+𝑝 𝑥  < 𝜀   (𝟔) 

для всех п(n ≥ N(ε)), всех р ∇ ℕи всех точек х ∇ {x}. Считая в (6) 

фиксированными номера nи pи переходя к пределу  при  𝑥 →
𝑥0(этот  переход  можно осуществить по ∀ послед-сти  точек  {x}, 

сходящейся к х),получим   𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛+2 + ⋯ + 𝑏𝑛+𝑝  ≤ 𝜀 < 2𝜀   

(для каждого n ≥ N(ε)и каждого р∇ ℕ) => по критерию Коши ряд  
 𝑏𝑘

∞
𝑘=1 сходится. 

2) Оценим  разность   𝑆 𝑥 −  𝑏𝑘

∞

𝑘=1

для всех х 

∇  {𝑥}  из достаточно малой окрестности  𝑥0. Т. к. 

𝑆 𝑥 =  𝑢𝑘(𝑥)

∞

𝑘=1

для всех х ∇  {𝑥}, то для ∀ номера 𝑛 ∶ 

𝑆 𝑥 −  𝑏𝑘

∞

𝑘=1

=   𝑢𝑘 𝑥 

𝑛

𝑘=1

−  𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

 +  𝑢𝑘 𝑥 

∞

𝑘=𝑛+1

−  𝑏𝑘

∞

𝑘=𝑛+1

 

=>  𝑆 𝑥 −  𝑏𝑘

∞

𝑘=1

 ≤   𝑢𝑘 𝑥 

𝑛

𝑘=1

−  𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

 + 

+   𝑢𝑘 𝑥 

∞

𝑘=𝑛+1

 −   𝑏𝑘

∞

𝑘=𝑛+1

 (𝟕) 

Фиксируем ∀ ε > 0.  Т.к.   𝑏𝑘
∞
𝑘=1 сходится, а    𝑢𝑘(𝑥)∞

𝑘=1 сходится 

равномерно на  {x}, то для этого ε > 0 ∃п: для всех х ∇ {x}: 

  𝑏𝑘

∞

𝑘=𝑛+1

 <
𝜀

3
,         𝑢𝑘 𝑥 

∞

𝑘=𝑛+1

 <
𝜀

3
(𝟖) 

Т.к. предел конечной суммы равен сумме пределов слагаемых, то 

для фиксированного ε > 0 и выбранного  п∃ δ > 0 : 

  𝑢𝑘 𝑥 

𝑛

𝑘=1

−  𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

 <
𝜀

3
(𝟗) 

для всех х ∇ {x}: 0 < ρ( х, 𝑥0) <δ.  Из  (7)   ̶  (9) => для всех таких х 

 𝑆 𝑥 −  𝑏𝑘

∞

𝑘=1

 < 𝜀 

=>∃  предел S(х)в 𝑥0 => справедливо равенство (5).  

Т2*. Если функц. послед-сть{𝑓𝑛 𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥)на {x}  и все элементы 

этой послед-сти   имеютпредел в точке 𝑥0,  то и предельная 

функция f(х)  имеет предел вточке 𝑥0,    причем 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

(lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 𝑥 ) = lim
𝑛→∞

( lim
𝑥→𝑥0

𝑓𝑛 𝑥 ) 

т.е.  символ  lim
𝑛→∞

предела   послед-сти   и   символ   lim
𝑥→𝑥0

предела 

функции можно переставлять местами (или к пределу при  

𝑥 → 𝑥0  можно переходить почленно). 

Сл1. Если   в условиях   Т2дополнительно потребовать, чтобы 

точка 𝑥0 ∇{x} и чтобы все члены 𝑢𝑘(𝑥) функционального ряда (1) 

были непрерывны в  𝑥0,  то и сумма S(х)  этого ряда будет 

непрерывна в точке  𝑥0. 

В этом случае 𝑏𝑘 = 𝑢𝑘(𝑥0)и равенство (5) принимает вид 

lim
𝑥→𝑥0

𝑆 𝑥 =  𝑢𝑘(𝑥0)  

∞

𝑘=1

= 𝑆 𝑥0  

=> непрерывность суммы S(х)в точке 𝑥0. 

Сл2.Если все члены функц. ряда (функц. послед-сти) непрерывны 

на плотном в себе {x}  и если этот функц. ряд (эта функц. 

послед-сть) сходится равномерно на {x}, то и сумма указанного 

ряда (предельная функция указанной послед-сти) непрерывна на 

{x}. 

Для док ̶ ва применить Сл 1 к каждой точке х ∇ {x}. 

(Множество  {x}называется  плотным  в  себе,  если каждая его 

точка является предельной точкой этого множества) 

*: Чтобы функц.  ряд   𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1 равномерно на {х} сходился к 

некоторой сумме, необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0  

∃N =N(ε), гарантирующий справедливость неравенства 

  𝑢𝑘(𝑥)
𝑛+𝑝
𝑘=𝑛+1  < 𝜀  для всех п (п ≥ N(ε)),  всех р ∇ ℕ и всех х ∇{х}. 

 

 



13. Почленное дифференцирование,

существование первообразных функций для 

функц. рядов и посл-тей. 

О1.  Функц. послед-стьf1 (x),f2 (x), ..., fn(x),  ...  

сходится к функции  f(х) равномерно  на {х}, если 

для ∀ε > 0 ∃N=N(ε): для всех п(п≥N(ε)), и для всех х 

∇{х} : 𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓 𝑥  < 𝜀        
О2. Функц. ряд называется равномерно сходящимся 

на {х}  к сумме S(х), если послед-сть{Sn(x)} его 
частичных сумм сходится равномерно на {х} к 

предельной функции S(х). 

«Функция  f(x)имеет производную на [а, b]»≡ 

функция f(x)имеет двустороннюю производную в∀ 

внутренней точке [а, b], правую производную  f'(а + 

0) в а и левую производную f'(b   ̶  0) в  b. 

Т1. Если каждая ф-я fn(x) имеет производную на[а, 

b]и 

{ fп' (х)} сходится равномерно на [а, b], а сама 

{fn(x)}сходится хотя бы в 1 точке х0∇[а, b], то 

{𝑓𝑛  𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥) на [а, b], причем {fn(x)}можно дифф-

вать на [а, b]почленно, т. е. всюду на [а, b]  

предельная функция имеет производную  f '(х),  

являющуюся  предельной  функцией послед-сти{ fп' 

(х)}. 

Док- во. 1) Док-во, что {𝑓𝑛  𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥) на [а, b]. Из

сходимости {fn(x0)} и из равномерной на [а, 

b]сходимости 

{ fп' (х)}=> для ∀ ε > 0 ∃N(ε) : 

 𝑓𝑛+𝑝 𝑥0 − 𝑓𝑛  𝑥0  <
𝜀

2
,     𝑓𝑛+𝑝

′  𝑥 − 𝑓𝑛
′ 𝑥  

<
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟏) 

для всех n ≥ N(ε),всех р∇ ℕи для всех х ∇[а, b]. 

Пусть х ≠ x0   ̶ ∀ точка [а, b]. Т.к. функция  𝑓𝑛+𝑝 𝑡 −

𝑓𝑛  𝑡   при ∀ фиксированных пи р диффер-ма (=>

непрерывна ) на сегменте между  х и х0, то поТ. 

Лагранжа между х и х0∃ ξ : 

 𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛  𝑥  −  𝑓𝑛+𝑝 𝑥0 − 𝑓𝑛  𝑥0  = 

=  𝑓𝑛+𝑝
′  𝜉 − 𝑓𝑛

′  𝜉  (𝑥 − 𝑥0) 

=> и из «модуль суммы не превосходит сумму  

модулей», учитывая (1) и   𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑏 − 𝑎
: 𝑓𝑛+𝑝(𝑥) − 𝑓𝑛  𝑥  < 𝜀

(для ∀х из [а, b], для ∀n ≥ N(ε) и ∀р∇ ℕ) => по 

критерию Коши* {𝑓𝑛  𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥) на [а, b] . 

2) Док-во, что предельная функция 𝑓(𝑥) в ∀ 

фиксированной точке х ∇[а, b]имеет производную (в 

граничных точках одностороннюю производную) и 

эта производная является предельной функцией 

послед-сти{ fп' (х)}. 

Фиксируем ∀х ∇[а, b]и по ней δ > 0 такое, чтобы δ  ̶ 

окрестность точки х целиком содержалась в [а, 

b](если х - граничная точка  [а, b], δ  ̶ окрестность 

точки х - правая полуокрестность [а, а+δ) точки а и 
левая полуокрестность 

[b   ̶  δ, b]точки b ). 

Обозначим {Δx} множество всех чисел Δx, удовле-

творяющих 0 < | Δx | <δприа <x<b, 0 < Δx< δ при х = 

а и    ̶  δ < Δx< 0 при х = b, и докажем, что послед-сть 

функций аргумента Δx 

𝜑𝑛  ∆𝑥 =
𝑓𝑛  𝑥 + ∆𝑥 − 𝑓𝑛  𝑥 

∆𝑥
(𝟐) 

сходится равномерно на { Δx }. 

Т.к. { fп' (х)} сходится равномерно на[а, b] =>по 

критерию Коши* для ∀ ε > 0  ∃N(ε) :   𝑓𝑛+𝑝
′  𝑥 −

𝑓𝑛
′  𝑥  < 𝜀(𝟑) 

для всех х из [а, b], всех n ≥ N(ε) и всех р ∇ ℕ. 

Фиксируем ∀ Δx∇{ Δx } и при ∀ фиксированных nи p 

применим к функции   𝑓𝑛+𝑝 𝑡 − 𝑓𝑛  𝑡  по сегменту, 

ограниченному х и х + Δx, Т. Лагранжа =>∃ θ из 0 < 

θ < 1 : 

 𝑓𝑛+𝑝 𝑥 + ∆𝑥 − 𝑓𝑛  𝑥 + ∆𝑥  −  𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛  𝑥 

∆𝑥
= 

=  𝑓𝑛+𝑝
′ 𝑥 + 𝜃∆𝑥 − 𝑓𝑛

′  𝑥 + 𝜃∆𝑥
=> используя (2):  

𝜑𝑛+𝑝 ∆𝑥 − 𝜑𝑛  ∆𝑥 =  𝑓𝑛+𝑝
′  𝑥 + 𝜃∆𝑥 

− 𝑓𝑛
′  𝑥 + 𝜃∆𝑥

=> и из (3) : 𝜑𝑛+𝑝 ∆𝑥 − 𝜑𝑛  ∆𝑥  < 𝜀для  ∀ Δx∇ { Δx

},  

∀n ≥ N(ε)  и ∀р ∇ ℕ. По критерию Коши*  𝜑𝑛  ∆𝑥  
сходится равномерно на { Δx} => можно применить 

Т** о почленном предельном переходе в точке Δx = 

0 => функция 
𝑓 𝑥 + ∆𝑥 − 𝑓 𝑥 

∆𝑥
являющаяся предельной функцией послед-сти (2), 
имеет предел в Δx = 0, и этот предел можно вычис-

лять почленно: 

lim
∆𝑥→0

𝑓 𝑥 + ∆𝑥 − 𝑓 𝑥 

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0
 lim
𝑛→∞

𝜑𝑛  ∆𝑥  = 

= lim
𝑛→∞

 lim
∆𝑥→0

𝜑𝑛  ∆𝑥  = lim
𝑛→∞

 lim
∆𝑥→0

𝑓𝑛  𝑥 + ∆𝑥 − 𝑓𝑛  𝑥 

∆𝑥

= 

= lim
𝑛→∞

𝑓𝑛
′ 𝑥 =>  производная предельной ф − и 

𝑓(𝑥) в точке 𝑥 ∃ и =  lim
𝑛→∞

𝑓𝑛
′ 𝑥

Т1*.Если каждая ф-я 𝑢𝑘 (𝑥)  имеет производную на 

[а, b]  и если ряд из  производных  𝑢𝑘
′ (𝑥)∞

𝑘=1  

сходится равномерно на [а, b], а сам ряд 𝑢𝑘 (𝑥)∞
𝑘=1  

сходится хотя бы в одной точке х0∇[а, b], то 
 𝑢𝑘 (𝑥)∞

𝑘=1 ⇉ 𝑆(𝑥) на сегменте [а, b] , причем этот 
ряд можно дифф-вать на [а, b]почленно, т. е. его 

сумма S(х) имеет производную:𝑆′ 𝑥 =  𝑢𝑘
′ (𝑥)∞

𝑘=1 . 
Т2. Если каждая функция  fn(x)  имеет первообраз-

ную на [а, b]  и если {𝑓𝑛  𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥) на [а, b], то и 

предельная функция f(х)  имеет первообразную на [а, 

b]. Более того, если х0  ̶ ∀ точка [а, b], то послед-

сть первообразных  Фп(х) функций  fn(x), удовле-

творяющих условию Фп(х0)= 0, сходится равномерно 

на [а, b]кпервообразной  Ф(х)предель-ной ф-и f(х),  
удовлетворяющей условию Ф(х0)= 0. 

Док  ̶ во. Для {Фп(х)}, удовлетворяющих требованию 

Фп(х0)= 0, выполнены все условия Т1 => 

{Ф𝑛  𝑥 } ⇉ Ф(𝑥) на [а, b], у Ф(х) в каждой точке

[а, b]∃ производная, равная предельной функции 

послед-сти{fn(x)}.• 

-------------------------------------------------- 

*: Чтобы функц. послед-сть{fn(x)} равномерно на 

{х} сходилась к некоторой предельной функции, 

необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0  

∃N = N (ε), гарантирующий справедливость нера-

венства 𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛 (𝑥) < 𝜀 для всех п (п ≥ N(ε)), 

всех р ∇ ℕи всех  х ∇{х}.  

**: Если функц. послед-сть{𝑓𝑛  𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥)на {x}  и 

все элементы этой послед-сти   имеют 

предел в точке 𝑥0,  то и предельная функция f(х)  

имеет предел вточке 𝑥0,    причем 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

( lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 𝑥 ) = lim
𝑛→∞

( lim
𝑥→𝑥0

𝑓𝑛 𝑥 )

т.е.  к пределу при  𝑥 → 𝑥0  можно переходить 
почленно. 

14. Почленное интегрирование функц. рядов и послед-стей. 

Сходимость в среднем, связь с равномерной сходимостью. 

О1.  Функц. послед-стьf1 (x),f2 (x), ..., fn(x),  ...  сходится к функции  

f(х) равномерно  на {х}, если для ∀ε > 0 ∃N= N(ε) : для всех п(п ≥ 

N(ε)), и для всех х ∇{х} : 𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓 𝑥  < 𝜀   
О2. Функц. ряд называется равномерно сходящимся на {х}  к 

сумме S(х), если послед-сть{Sn(x)} его частичных сумм сходится 

равномерно на {х} к предельной функции S(х). 

Т1.Если {𝑓𝑛 𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥)  на [а, b] и если каждая функция  fn(x) 

интегрируема на [а, b], то и предельная функция  f(х)интегриру-

ема на [а, b],  причем эту послед-сть можно интегрировать на 

[а, b]почленно, т. е. ∃ предел 

lim
𝑛→∞

 𝑓𝑛 (𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Док ̶ во. 1) Докажем, что предельная функция  f(х)  интегрируема 

на[а, b].  Каждая  fn(x) интегрируема (=> ограничена) на [а, b] и 

{𝑓𝑛 𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥) на[а, b]=> для ∀ε > 0 и для всех достаточно 

больших n:𝑓𝑛 𝑥 − 𝜀 < 𝑓 𝑥 < 𝑓𝑛 𝑥 + 𝜀   =>f(х)ограничена на [а, 

b].Фиксируем ∀  ε > 0. Надо доказать, что для  f(х)найдется хотя 

бы 1 разбиение  [а, b], для верхней суммы S и нижней суммы s 

которого справедливо :S̶  s<ε . 

Рассмотрим ∀ разбиение  𝑥𝑘 (k=1, 2, ..., m) сегмента [а, b]и 

обозначим𝜔𝑘 (𝑓𝑛)колебание на  𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 функции  fn(x), 𝜔𝑘 (𝑓) - 

колебание предельной функции  f(х).Установим для ∀ 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘  и 

для ∀ достаточно большого номера псправедливость неравенства  

𝜔𝑘  𝑓 ≤ 𝜔𝑘  𝑓𝑛 +
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟐) 

Для ∀пи ∀х' и х''∇  𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 справедливо : 

𝑓 𝑥 ′ − 𝑓 𝑥 ′′  ≡  𝑓 𝑥 ′ − 𝑓𝑛 𝑥
′  −  𝑓𝑛 𝑥

′ − 𝑓𝑛 𝑥
′′   +

+ 𝑓𝑛 𝑥
′′  − 𝑓 𝑥 ′′   =>  𝑓 𝑥 ′ − 𝑓 𝑥 ′′   ≤  𝑓 𝑥 ′ − 𝑓𝑛  𝑥 ′  +

+ 𝑓𝑛 𝑥
′ − 𝑓𝑛  𝑥 ′′   +  𝑓𝑛 𝑥

′′  − 𝑓 𝑥 ′′   (𝟑)
{𝑓𝑛 𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥) на[а, b] =>для фикс.∀ε>0 ∃п: для всех х ∇[а, b] 

 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  <
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟒) 

=> (3) и (4), взятое для  х = х' и  х = х" : 

 𝑓 𝑥 ′ − 𝑓 𝑥 ′′   ≤  𝑓𝑛 𝑥
′ − 𝑓𝑛 𝑥

′′   +
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟓) 

(для выбранного достаточно большого пи для ∀х', х''∇
 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 )Т.к. при ∀ расположении  х' и х" на  
 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 справедливо :   𝑓𝑛 𝑥

′ − 𝑓𝑛 𝑥
′′   ≤ 𝜔𝑘 𝑓𝑛  , то из (5) =>

 𝑓 𝑥 ′ − 𝑓 𝑥 ′′   ≤ 𝜔𝑘 𝑓𝑛 +
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟔) 

(6) справедливо при ∀ расположении х' и х" на  𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 . 
Пусть Мkи тk - ТВГ и ТНГ функции  f(х)на  𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 , по 

определению точных граней найдем 2 послед-сти точек {хр'}и 

{хр"}(р = 1, 2,...) сегмента   𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 : 
lim
𝑝→∞

𝑥𝑝
′ = 𝑀𝑘 ,     lim

𝑝→∞
𝑥𝑝

′′ = 𝑚𝑘

В силу  6 для ∀ 𝑝 ∶   𝑓 𝑥𝑝
′  − 𝑓 𝑥𝑝

′′   ≤ 𝜔𝑘  𝑓𝑛 +
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟕) 

Переходя в (7) к пределу при р → ∞ и т.к. предел левой части (7) 

равен 𝑀𝑘 − 𝑚𝑘 = 𝜔𝑘  𝑓 , получим в пределе из (7) неравенство (2). 

Умножая (2) на длину ∆𝑥𝑘 =  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 сегмента  𝑥𝑘−1 , 𝑥𝑘 и 

суммируя неравенство по всем k=1, 2, ..., m, получим для 

некоторого 𝑛: 𝑆 − 𝑠 ≤  𝑆𝑛 − 𝑠𝑛 +
𝜀

2
(𝟏) 

гдеS и s - верхняя  и нижняя суммы  f(х), 𝑆𝑛и 𝑠𝑛  - верхняя и 

нижняя суммы𝑓𝑛 𝑥 => в силу интегрируемости 𝑓𝑛 𝑥 на [а, 

b]разбиение можно выбрать так, что   𝑆𝑛 − 𝑠𝑛 <
𝜀

2
  =>S   ̶  s<ε  =>

f(х) интегрируема на [а, b].  

2) Докажемвозможность почленногоинтегрирования{fn(x)} на [а, 

b]. Надо доказать, что для ∀ ε > 0 ∃N(ε) : для всех  n ≥ N(ε) 

 𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 < 𝜀 

Это вытекает из того, что {𝑓𝑛 𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥)на  [а, b] =>∃N(ε) : для 

всех х ∇[а, b]и всех п, (n ≥ N(ε)): 

 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  <
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟖) 

Из (8) и из оценок из теории определенного интеграла  : 

 𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 =   𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 ≤ 

≤   𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

≤
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

𝜀

2
< 𝜀 

Т1*.Если функц.  ряд  𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1 ⇉ 𝑆(𝑥) на [а, b]  и если каждый 

член  ряда 𝑢𝑘(𝑥) является функцией, интегрируемой на [а, b], то 

и сумма S(х) интегрируема на [а, b], причем этот ряд можно 

интегрировать на [а, b]почленно, т. е. сходится числовой ряд 

 𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

∞

𝑘=1

=  𝑆(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

Сходимость в среднем. Пусть каждая 𝑓𝑛 𝑥 из {fn(x)} и  

f(х)интегрируемы на  [а, b].Тогда функция   𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  2 =
= 𝑓𝑛

2 𝑥 − 2𝑓𝑛 𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑓2(𝑥) также интегрируема на[а, b]  .

О3. Функц. послед-сть{fn(x)} сходится в среднем на  [а, b]  к 

функции  f(х), если ∃ равный 0 предел 

lim
𝑛→∞

  𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 0     (𝟗) 

О4. Функц. ряд  𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1 сходится в среднем на[а, b]  к сумме  

S(х), если послед-сть его частичных сумм сходится в среднем на 

[а, b]  к предельной функции S(х). 

Утв1. Если {𝑓𝑛 𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥)  на [а, b], то {𝑓𝑛 𝑥 } сходится к  f(х)  и 

в среднем на[а, b]. 

Док-во. Фиксируем ∀ ε > 0. {𝑓𝑛 𝑥 } ⇉ 𝑓(𝑥) на [а, b]  =>∃N(ε): 

 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  <  
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟏𝟎) 

для всех п(n ≥ N(ε))и всех х ∇[а, b]=> в силу оценки  интеграла: 

  𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
𝜀

2
< 𝜀 

=> сходимость  {fn(x)}к  f(х) на [а, b]всреднем. 

Утв2.Сходимость послед-сти на некотором сегменте в среднем 

не влечет за собой не только равномерной на этом сегменте 

сходимости, но и сходимости хотя бы в 1 точке этого сегмента. 

Док ̶ во. Рассмотрим послед-сть принадлежащих [0, 1] сегментов: 

𝐼1 = [0, 1] 

𝐼2 =  0,
1

2
 ,    𝐼3 =  

1

2
, 1  

𝐼4 =  0,
1

4
 ,    𝐼5 =  

1

4
,
1

2
 ,     𝐼6 =  

1

2
,
3

4
 ,     𝐼7 =  

3

4
, 1  

………………………………………………………….. 

𝐼2𝑛 =  0,
1

2𝑛
 ,    𝐼2𝑛 +1 =  

1

2𝑛
,

2

2𝑛
 ,    …,      𝐼2𝑛+1−1 =  1 −

1

2𝑛
, 1  

…………………………………………………………. 

Определим п  ̶ й член  fn(x)функц. послед-сти {fn(x)} так : 𝑓𝑛 𝑥 =
1   на сегменте 𝐼𝑛

0 в остальных точках [0,1]
 

{fn(x)}сходится  кf(x) ≡  0в среднем на сегменте, т.к. 

  𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓(𝑥) 2𝑑𝑥

1

0

=  𝑑𝑥

𝐼𝑛

= длина сегмента 𝐼𝑛 =

>  ∃  lim
𝑛→∞

  𝑓𝑛 𝑥 

1

0

− 𝑓 𝑥  2 𝑑𝑥 = 0 

Но {fn(x)} не сходится ни в одной точке[0, 1], т.к. какую бы точку 

х0сегмента [0, 1] мы ни фиксировали, среди как угодно больших 

номеров пнайдутся такие, для которых сегмент In содержит х0(для 

этих nfп(х0) = 1), и такие, для которых сегмент Iпне содержит 

х0(для таких nfп(х0) = 0) => { fп(х0)}содержит бесконечно много 

членов, = 1 и = 0 =>{fn(x)} расходится. • 

Т2.Если {fn(x)} сходится в среднем к  f(х) на [а, b], то {fn(x)} 

можно почленно интегрировать на [а, b],  т. е. ∃  предел 

lim
𝑛→∞

 𝑓𝑛 (𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Док-во. Фиксируем ∀ ε > 0. {fn(x)}сходится к  f(х)в среднем на  [а, 

b] =>∃N(ε) : для всех n ≥ N(ε)

  𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 <
𝜀2

𝑏 − 𝑎
(𝟏𝟏) 

Записав  эквивалентное нер-ву  𝐴 + |𝐵| 2 ≥ 0   неравенство  

 𝐴 ∙  𝐵 ≤
𝐴2

2
+

𝐵2

2
   для   величин  

𝐴 =  𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  
𝑏 − 𝑎

𝜀
;      𝐵 =  

𝜀

𝑏 − 𝑎
получим 

 𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤  𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  2
𝑏 − 𝑎

2𝜀
+

𝜀

2 𝑏 − 𝑎 
(𝟏𝟐) 

Из  12 и оценки интеграла => 

  𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓 𝑥  

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑏 − 𝑎

2𝜀
  𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 +
𝜀

2

=> и из  11 при всех 𝑛 ≥ 𝑁 𝜀 : 

  𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓 𝑥  

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 <
𝜀

2
+

𝜀

2
< 𝜀   (𝟏𝟑) 

Т. к.    𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥 −  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 =   𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 ≤ 

≤   𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 , то из  13 для всех  𝑛 ≥  𝑁 𝜀 : 

 𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥 −  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 < 𝜀

15. Теорема Арцела. Признак равностепенной 

непрерывности функцю последовательности. 

О1.  Функц. послед-сть{fn(x)} сходится к ф-и  f(х) 

равномерно на {х}, если для ∀ε > 0 ∃N= N(ε) : для 

всех п(п ≥ N(ε)), и для всех х ∇{х} :  
 𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓 𝑥  < 𝜀        

О2. Функц. послед-сть{fn(x)} равномерно 

ограниченна на {x}, если ∃ вещественное M> 0, что 

для всех п и всех точек х ∇{x} : 𝑓𝑛  𝑥  ≤ 𝑀
Пусть каждая  fn(x) из  {fn(x)}определена на 
некотором плотном в себе {x} пр-ва Е

т
. 

О3. Послед-сть{fn(x)} называется равностепенно 

непрерывной на {х}, если для ∀ε > 0 ∃δ > 0 : 

неравенство 𝑓𝑛  𝑥′ − 𝑓𝑛 𝑥′′   < 𝜀(𝟏)
справедливо для всех п и всех  х' и х" ∇{х}, связанных 

условием  ρ (х', х")<δ. 

Из определения => если вся  {fn(x)}равностепенно 

непрерывна на {х}, то и ∀ ее подпослед-сть равно-

степенно непрерывна на {х}. Рассмотрим 
{fn(x)}функций одной переменной х, равностепенно 

непрерывную на [а, b]. По определению для ∀  ε > 0 

∃ δ > 0 : неравенство (1) справедливо для всех пи 

всех х' и х" ∇[а, b], связанных | х'   ̶  х"| <δ. 

Т1(теорема Арцела).Если {fn(x)}равностепенно 

непрерывна и равномерно ограничена на [а, b], то из 

этой послед-сти можно выделить подпослед-сть, 

сходящуюся равномерно на [а, b]. 

Док  ̶ во. Рассмотрим на [а, b]специальную послед-
сть точек {xn}: х1делит [а, b]на 2 равные части;  х2и х3 

вместе с х1делят [а, b]на 4 равные части;  х4,х5, х6и 

х7вместе с х1, х2и х3делят [а, b]на 8 равных частей  и 

т. д. Построенная послед-сть всюду плотная на [а, b]: 

для ∀δ > 0 ∃ п0 : на ∀ принадле-жащем[а, b]  

сегменте длины δ лежит хотя бы 1 из элементов х1, 

х2, ..., хп0.Выделим из {fn(x)} равномерно на сегменте 

[а, b]сходящуюся подпоследовательность. 

Рассмотрим {fn(x)}в точке х1. Получим 

ограниченную числовую послед-сть 

{fn(х1)}, из которой по Т. Больцано - Вейерштрасса 
можно выделить сходящуюся подпослед-сть:  

𝑓11 𝑥1 , 𝑓12 𝑥1 , … 𝑓1𝑛  𝑥1 , …Далее рассмотрим

функц. послед-сть𝑓11 𝑥 , 𝑓12 𝑥 , … 𝑓1𝑛  𝑥 , …в точке 

х2. По Т. Больцано- Вейерштрасса из нее выделим 

сходящуюся подпослед-сть:  

𝑓21 𝑥2 , 𝑓22 𝑥2 , … 𝑓2𝑛  𝑥2 , …=>функц. послед-

сть𝑓21 𝑥 , 𝑓22 𝑥 , … 𝑓2𝑛  𝑥 , … (𝟐)
сходится и в х1, и в  х2.  Продолжая, получим 
бесконечное множество подпослед-стей 

𝑓11 𝑥 , 𝑓12 𝑥 , … 𝑓1𝑛  𝑥 , … 

𝑓21 𝑥 , 𝑓22 𝑥 , … 𝑓2𝑛  𝑥 , …
……………………………… 

𝑓𝑛1 𝑥 , 𝑓𝑛2 𝑥 , … 𝑓𝑛𝑛  𝑥 , …
……………………………… 

причем   подпослед-сть,   стоящая  в  n  ̶ й  строке,  

сходится в каждой из  х1, х2, ..., хп .«Диагональную» 

послед-сть𝑓11 𝑥 , 𝑓22 𝑥 , … , 𝑓𝑛𝑛  𝑥 , … обозначим : 

𝑓1 𝑥 , 𝑓2 𝑥 , … , 𝑓𝑛  𝑥 , …Докажем, что она равно-

мерно сходится на [а, b]  . Фиксируем ∀ ε > 0. Т.к. 

диагональная послед-стьравностепенно непрерывна 

на [а, b], то для этого ε > 0 ∃ δ > 0 : для  ∀х и хт∇[а, 

b], связанные  |х - хт| <δ, для всех  псправедливо:  
 𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓𝑛  𝑥𝑚  < 𝜀 3 (𝟑) 

Разобьем [а, b]на конечное число отрезков длины  

< δ. Из {хп}выберем конечное число п01-х членов х1, 
х2, ..., хп0настолько большое, чтобы в каждом из этих 

отрезков содержалась хотя бы 1 из точек х1, х2, ..., хп0 

Диагональная послед-сть сходится в каждой  х1, х2, 

..., хп0 => для фиксированного выше  ε > 0 ∃N 

: 𝑓𝑛+𝑝 𝑥𝑚  − 𝑓𝑛  𝑥𝑚   < 𝜀 3 (𝟒)

для всех п ≥ N, всех р ∇ ℕи всех т =1, 2, …, п0. 

Пусть  х - ∀ точка [а, b], она обязательно лежит в 

одном из отрезков длины < δ => для этой точки х 

найдется хоть 1 точка хт(т - один из номеров 1, 2, ..., 

п0), удовлетворяющая условию   |х - хт| <δ. 

Т.к. модуль суммы не превосходит суммы модулей: 

 𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛  𝑥  ≤  𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛+𝑝 𝑥𝑚   + 

+ 𝑓𝑛+𝑝 𝑥𝑚  − 𝑓𝑛 𝑥𝑚   +  𝑓𝑛  𝑥𝑚  − 𝑓𝑛  𝑥  (𝟓)

=> (3)+(4)+(3)+ условие |х - хт| <δ: для ∀ ε > 0 

∃N: 𝑓𝑛+𝑝 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥  < 𝜀

для всех п ≥ N, всех р ∇ ℕи ∀х из [а, b] =>рав-

номерная сходимость диагональной послед-сти . • 

З1. В Т. Арцела вместо равномерной ограниченности 

{fn(x)}на [а, b]достаточно потребовать ограниченно-

сти{fn(x)}хотя бы в 1 точке [а, b]:если {fn(x)}рав-

ностепенно непрерывна на [а, b] и ограничена хотя бы в 
1 точке х0[а, b], то {fn(x)}  равномерно ограничена на 

[а, b].  

Док-во. По определению равностепенной непре-

рывности для ε = 1 ∃ δ > 0 : колебание ∀fn(x) на ∀ 

сегменте длины < δ не превосходит ε = 1. Т.к. весь 

[а, b]можно покрыть конечным числом п0 сегментов 

длины < δ, то колебание ∀fn(x) на всем [а, b]не пре-вос-

ходит числа п0 => из неравенства    | 𝑓𝑛 (𝑥0)|  ≤  𝐴, 

выражающего ограниченность {fn(x)}в х0 => 𝑓𝑛  𝑥  ≤
 𝐴 + 𝑛0, справедливое для  ∀х из [а, b] 

=> равномерная ограниченность {fn(x)}на [а, b]. 

З2. Достаточный признак равностепенной 

непрерывности: если {fn(x)}  состоит из 

дифференцируемых на [а, b] функций и если {fn' (x)}  

равномерно ограничена на [а, b], то 

{fn(x)}равностепенно непрерывна на [а, b]. 

Док-во. Возьмем на [а, b]2 ∀ точки х' и х", по Т. 

Лагранжа  ∃ ξ n∇ [х', х"]: 

𝑓𝑛  𝑥′ − 𝑓𝑛  𝑥′′  =  𝑓𝑛
′(𝜉𝑛) ∙  𝑥′ − 𝑥′′  (𝟔) 

Т.к. {fn' (x)} равномерно ограничена на [а, b] => 

∃А >0: для всех п:   𝑓𝑛
′ (𝜉𝑛 ) ≤ 𝐴(𝟕) 

Подставляя (7) в (6):   𝑓𝑛  𝑥′ − 𝑓𝑛 𝑥′′   ≤ 𝐴 ∙
 𝑥′ − 𝑥′′  (𝟖) 

Фиксируем ∀ ε > 0 => взяв δ = ε / A и использовав 

(8), получим: для всех  пи для всех х' и х" из [а, b], 

связанных | х'- х" | <δ:      𝑓𝑛  𝑥′ − 𝑓𝑛  𝑥′′  < 𝜀   =>

равностепенная непрерывность {fn(x)} . 

16. Степенные ряды. Теорема Коши  ̶ Адамара . 

Непрерывность суммы, почленноеинтегр-ние и дифф-ние 

степенного ряда. Разложение функций в степенные ряды.  

Степенной ряд - функц. ряд вида (𝑎0 , 𝑎1 , … - пост.веществ. числа) 

𝑎0 +  𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯    (𝟏)

∀ степенной ряд сходится в х = 0, ∃ степенные ряды, сходящиеся 

только в х = 0 ( 𝑛! 𝑥𝑛∞
𝑛=1 ).Числовая послед-сть из коэффициентов 

аn :   𝑎𝑛  
𝑛   𝑛 = 1,2, …  (𝟐) 

2 случая: 1) (2) неограничена; 2) (2) ограничена => у (2) ∃ конеч-

ный верхний предел (Т*) L ≥ 0 => Могут быть 3 случая: I) (2) не-

ограничена; II) (2) ограничена и имеет конечный верхний предел 

L> 0; III) (2) ограничена и имеет верхний предел L = 0. 

Т1(Коши - Адамара).I. Если  (2) не ограничена, то степенной ряд 

(1) сходится лишь при х = 0. 

II.  Если(2)  ограничена и имеет верхний предел L>0, то ряд (1) 

абсолютно сходится для х, удовлетворяющих  |х| <1/ L, и 

расходится для  х, удовлетворяющих |х| >1 / L. 

III.  Если(2) ограничена и ее верхний предел L = 0, то ряд (1)

абсолютно сходится для всех  х. 

Док-во.I.  (2)  не ограничена => при х ≠ 0посл-сть 𝑥   𝑎𝑛  𝑛 =

  𝑎𝑛𝑥
𝑛 𝑛

не ограничена => у нее имеются члены со сколь угодно 

большими п, удовлетворяющие    𝑎𝑛𝑥
𝑛 𝑛 > 1 => 𝑎𝑛𝑥

𝑛 > 1 => для 

II. (2) ограничена и ее верхний предел L>0. 

а) Фиксируем ∀х:|х| <1/ L =>∃ ε > 0 : |х| <1/ (L + ε). По свойствам 

верхнего предела все   𝑎𝑛  
𝑛

, начиная с некоторогоп, удовлетворяют : 

  𝑎𝑛  
𝑛 < 𝐿 +

𝜀

2
  => начиная с этого n:

  𝑎𝑛𝑥
𝑛 𝑛

=  𝑥   𝑎𝑛  
𝑛

<
𝐿 + 𝜀 2 

𝐿 + 𝜀
< 1 

=> ряд (1) абсолютно сходится по признаку Коши (3*). 

б) Фиксируем ∀х:  |х| >1/ L =>∃ ε > 0 : |х| >1/ (L - ε). По определению 

верхнего предела из послед-сти (2) можно выделить подпослед-

сть   𝑎𝑛𝑘
 

𝑛𝑘

 → 𝐿 , (k= 1, 2, ...) => начиная с некоторого k: 𝐿 − 𝜀 <

  𝑎𝑛𝑘
 

𝑛𝑘

< 𝐿 + 𝜀=> начиная с этого k: 

  𝑎𝑛𝑘
𝑥𝑛𝑘  

𝑛𝑘

=  𝑥   𝑎𝑛𝑘
 

𝑛𝑘

>
𝐿 − 𝜀

𝐿 − 𝜀
= 1      или   𝑎𝑛𝑘

𝑥𝑛𝑘  > 1 

=> нарушено необх. условие сх-сти (2*) ряда (1) => (1) расходится. 

III. (2) ограничена и ее верхний предел L= 0. Фиксируем ∀x ≠ 0 (при x= 

0 ряд (1) абсолютно сходится). Верхний предел L = 0и послед-сть (2) 

не может иметь отрицательных предельных точек =>L = 0 - 

единственная предельная точка =>L - предел (2) => послед-сть (2) 

бесконечно малая => для 1/(2|х|) > 0  ∃n, начиная с которого 

  𝑎𝑛  
𝑛

<
1

2|𝑥|
  =>   𝑎𝑛𝑥

𝑛 𝑛
=  𝑥   𝑎𝑛  

𝑛
<

1

2
< 1 

=> ряд (1) абсолютно сходится к признаку Коши (3*).  

Т2. Для каждого степенного ряда (1), если он не является рядом, 

сходящимся лишь в точке х = 0, ∃R>0(возможно, = ∞):этот ряд 

абсолютно сходится при |х| <R и расходится при |х| >R. 

R - радиус сходимости степенного ряда, (-R, R) - промежуток 

сходимости. Вычисляется : 

𝑅 =
1

lim    
𝑛→∞

  𝑎𝑛 
𝑛

;      если lim    
𝑛→∞

  𝑎𝑛  
𝑛

= 0, то 𝑅 = ∞      (𝟑) 

З1. На концах (-R, R) степенной ряд можети сходиться, и расходиться.  

Пусть ряд (1) имеет радиус сходимости R>0. 

Л.Каково бы ни было 0 <r<R, ряд (1) равномерно сходится на  

[- r, +r], т.е. при |х| <r. 

Док-во. По Т2 ряд (1) абсолютно сх-ся при x= r, т. е. сходится ряд 

 𝑎0 +   𝑎𝑛  

∞

𝑛=1

𝑟𝑛 

По пр-ку Вейерштрасса (4*) ряд (1) сх-ся равномерно на [- r, +r].  

Сл1. В условиях леммы сумма ряда (1) является функцией, 

непрерывной на [- r, +r]. (По (Т(7*)). 

Т 3. Сумма степенного ряда внутри его промежутка сходимости - 

непрерывная функция. 

Док-во. Пусть S (x) - сумма ряда (1), R - его радиус сходимости. 

Фиксируем ∀х: |х| <R. Всегда ∃r: |х| <r<R . По Сл1 ф-я S (x) 

непрерывна на [- r, +r] =>S (x)  непрерывна и в точке х.  

Т4. Если R>0 - радиус сходимости ряда (1), а х удовлетворяет условию 

|х| <R, то ряд (1) можно почленно интегрировать на 

[0, х]. Полученный в результате почленного интегрирования ряд имеет 

тот же радиус сходимости R, что и исходный ряд. 

Док-во. Для ∀х:|х| <R,∃r :|х| <r<R. По лемме ряд (1) сходится 

равномерно на [- r, +r] => и на [0, х] =>по Т(5*) его можно почленно 

интегрировать на [0, х] => получится степенной ряд 

𝑎0𝑥 +
𝑎1

2
𝑥2 + ⋯ +

𝑎𝑛−1

𝑛
𝑥𝑛 + ⋯   

радиус сходимости которого (по (3)) - величина, обратная верхнему 

пределу последовательности 

 𝑎𝑛−1 

𝑛

𝑛

=
  𝑎𝑛−1 
𝑛

 𝑛
𝑛 (𝟒) 

Т4 доказана, т.к. верхний предел послед-сти (4) тот же, что и у (2): 

lim
𝑛→∞

 𝑛
𝑛

= 1,  

lim    
𝑛→∞

  𝑎𝑛−1 
𝑛

= lim    
𝑛→∞

  𝑎𝑛  
𝑛+1

= lim    
𝑛→∞

   𝑎𝑛  
𝑛

 
𝑛

𝑛+1
= lim    

𝑛→∞
  𝑎𝑛 
𝑛

 

Т5.Степенной ряд (1) внутри его промежутка сходимости можно 

дифф-ватьпочленно. Ряд, полученный почленнымдифф-нием, имеет 

тот же радиус сходимости, что и исходный ряд. 

Док-во. Достаточно (по Т(6*) и Л) доказать лишь 2-е утверждение Т5.В 

результате почленногодифф-ния (1) получим ряд 

𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + ⋯ 𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1 +  𝑛 + 1 𝑎𝑛+1𝑥

𝑛 + ⋯
радиус сходимости Rкоторого  (по (3))  обратен верхнему пределу 

последовательности  (𝑛 + 1) 𝑎𝑛+1 
𝑛  (𝟓) 

Т5 доказана, т.к.посл-сть (5) имеет тот же верх.предел, что и (2): 

lim
𝑛→∞

 𝑛 + 1
𝑛

= 1,   

lim    
𝑛→∞

  𝑎𝑛+1 
𝑛

= lim    
𝑛→∞

  𝑎𝑛  
𝑛−1

= lim    
𝑛→∞

   𝑎𝑛  
𝑛

 
𝑛

𝑛−1
= lim    

𝑛→∞
  𝑎𝑛 
𝑛

 

Сл2. Степенной ряд внутри его промежутка сходимости можно 

дифф-тьпочленно сколько угодно раз. Ряд, полученный п-кратным 

почленным дифференцированием исходного степенного ряда, имеет 

тот же радиус сходимости, что и исходный ряд. 

О1.f(х) на  (-R, +R)(на {х}) можно разложить в степенной ряд, если ∃ 

степенной ряд, сходящийся  к  f(х)на  (-R, +R)(на  {х}). 

Утв1. Чтобы f(х)могла быть разложена в степенной ряд на (-R, +R), 

необходимо, чтобы f(х)имела на (-R, +R) непрерывные производные  ∀ 

порядка. 

Док-во.Степенной ряд внутри его промежутка сходимости, кото-рый во 

всяком случае содержит (-R, +R), можно почленнодифф-вать сколько 

угодно раз, причем все полученные при этом ряды сходятся внутри 

того же промежутка сходимости (Т5) =>  суммы рядов, полученных 

сколь угодно кратным дифференцированием (по Т3), являются 

функциями, непрерывными внутри указанного промежутка сходимо-

сти => непрерывными на (-R, +R). 

Утв2. Если  f(х)  может быть на  (-R, +R)разложена в степенной ряд, 

то лишь единственным образом. 

Док-во. Пусть  f(х)может быть разложена на (-R, +R)в степенной ряд 

(1). Дифференцируя этот ряд почленнопраз : 

𝑓  𝑛  𝑥 = 𝑎𝑛𝑛! + 𝑎𝑛+1 𝑛 + 1 ! 𝑥 + ⋯ 

=> при 𝑥 = 0 ∶  𝑓 𝑛  0 = 𝑎𝑛𝑛! ,     или  𝑎𝑛 =
𝑓 𝑛  𝑥 

𝑛!
(𝟔) 

=> коэффициенты степенного ряда (1), в который может быть 

разложенаf(х), однозначно определяются формулой (6). • 

Пусть  f(х)имеет на (-R, +R)непрер. производные ∀ порядка. 

О2. Степенной ряд (1), коэффициенты которого определяются 

формулой (6), называется рядом Тейлора  функции f(х). 

Утв3. Если  f(х)  может быть разложена на (-R, +R) в степенной ряд, 

то этот ряд является рядом Тейлора функции  f(х). (Следует из Утв2) 

Утв4. Чтобы  f(х)  могла быть разложена в ряд Тейлора на (-R, +R)(на  

{х}), необходимо и достаточно, чтобы остаточный член в формуле 

Маклорена дляf(х)стремился к 0 на (-R, +R)(на{х}). 

Остаточные члены в формуле Маклорена для 𝑒𝑥 , cos 𝑥 , sin 𝑥 стремятся 

к 0 на всей числовой прямой, для ln(1 + 𝑥) - на −1 < 𝑥 ≤ 1 => из Утв4: 

𝑒𝑥 = 1 +  
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

, cos 𝑥 = 1 +  
 −1 𝑛𝑥2𝑛

 2𝑛 !

∞

𝑛=1

,   

sin 𝑥 =  
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=1

, ln(1 + 𝑥) =  
(−1)𝑛+1𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

*: У всякой ограниченной послед-сти∃ верхний и нижний пределы.  

2*: Для сходимости ряда    𝑢𝑘
∞
𝑘=1  необходимо,  чтобы послед-сть и1, 

и2, …, иk, ... членов этого ряда являлась бесконечно малой.  

3*: Если для всех номеров k, по крайней мере начиная с некоторого 

номера, справедливо неравенство  𝑝𝑘
𝑘 ≤ 𝑞 < 1     𝑝𝑘

𝑘 ≥ 1 , то ряд 

 𝑝𝑘
∞
𝑘=1 сходится (расходится). 

4*: Если функц. ряд  𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1 определен на {х} пр-ва Е

т
 и если ∃схо-

дящийся числовой ряд  𝑐𝑘
∞
𝑘=1 такой, что для всех х ∇{х} и для всех k 

справедливо  𝑢𝑘(𝑥) ≤ 𝑐𝑘 , то  𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1 сходится равномерно на {х}. 

5*: Если функц.  ряд  𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1 ⇉ 𝑆(𝑥) на [а, b]  и если каждый член  

ряда𝑢𝑘(𝑥)является функцией, интегрируемой на [а, b], то и сумма  

S(х) интегрируема на [а, b], причем этот ряд можно интегрировать 

на [а, b]почленно, т. е. сходится числовой ряд 

 𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=

∞

𝑘=1

 𝑆(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

6*: Если каждая функция 𝑢𝑘(𝑥) имеет производную на [а, b] и если ряд 

из производных  𝑢𝑘
′ (𝑥)∞

𝑘=1 сходится равномерно на [а, b], а сам ряд 

𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1  сходится хотя бы в одной точке х0∇[а, b], то  𝑢𝑘(𝑥)∞

𝑘=1 ⇉
𝑆(𝑥) на сегменте [а, b] , причем этот ряд можно дифф-вать на [а, 

b]почленно, т. е. его сумма S(х) имеет производную: 𝑆′ 𝑥 =
𝑢𝑘

′ (𝑥)∞
𝑘=1 . 

7*: Если функц. ряд  𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=1 ⇉ 𝑆(𝑥)на {x} и у  всехчленов этого 

ряда в 𝑥0∃  пределlim𝑥→𝑥0 𝑢𝑘 𝑥 = 𝑏𝑘, то и сумма ряда S(х) имеет в  𝑥0

предел, и к пределу можно переходить почленно: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑆 𝑥 =   lim
𝑥→𝑥0

𝑢𝑘 𝑥  

∞

𝑘=1

=  𝑏𝑘

∞

𝑘=1

 

Сл1. Если   в условиях  Тпотребовать, чтобы 𝑥0 ∇{x} и чтобы все 

члены𝑢𝑘(𝑥)ряда (1) были непрерывны в  𝑥0,  то и сумма S(х)  этого

ряда будет непрерывна в  𝑥0. 

(1) (при х ≠ 0) нарушено необходимое условие сходимости (2*) => 

(1) расходится при х ≠ 0. 



17. Определение и док-во существования двойного интеграла 

при помощи прямоугольных разбиений. Классы интегрируе-

мых функций. Основные свойства двойного интеграла. 

Пусть  f(х, у)определена  всюду на прямоугольнике  

𝑅 =  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 × [𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑].Разобьем [a, b]на псегментов :  

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏,  [c, d]на р сегментов : 𝑐 = 𝑦0 <
𝑦1 < 𝑦2 < ⋯ < 𝑦𝑝 = 𝑑. Этому разбиению сегментов соответствует 

разбиение Tпрямоугольника  R прямыми, параллельными осям Ох 

и Оу, на п•рчастичных прямоугольников 

𝑅𝑘𝑙 =  𝑥𝑘−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘 ×  𝑦𝑙−1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑙   (𝑘 = 1, 𝑛     ,    𝑙 = 1, 𝑝     ). 

На каждом частичном  𝑅𝑘𝑙 выберем ∀ точку  (𝜉𝑘 , 𝜂𝑙). Положим 

Δ𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, Δ𝑦𝑙 = 𝑦𝑙 − 𝑦𝑙−1и Δ𝑅𝑘𝑙  - площадь 𝑅𝑘𝑙 . Δ𝑅𝑘𝑙 = Δ𝑥𝑘 ∙

Δ𝑦𝑙 .  Длина диагонали 𝑅𝑘𝑙 , =   Δ𝑥𝑘 
2 +  Δ𝑦𝑙 

2 - диаметр𝑅𝑘𝑙 . 

Наибольший из диаметров всех 𝑅𝑘𝑙  - диаметр Δ разбиенияТ . 

О1.Число 

𝜍 = 𝜍 𝑓, 𝑇 =   𝑓

𝑝

𝑙=1

(𝜉𝑘 , 𝜂𝑙)

𝑛

𝑘=1

Δ𝑅𝑘𝑙 (𝟏) 

называется интегральной суммой ф-иf(х, у), соответству-ющей 

данному разбиению Т прямоугольника R и данному выбору точек 

(𝜉𝑘 , 𝜂𝑙)на частичных прямоугольниках разбиения Т. 

О2.Число I называется пределом интегральных сумм (1) при 

Δ → 0, если для ∀ε > 0  ∃δ>0:приΔ < 𝛿независимо от выбора 

точек  𝜉𝑘 , 𝜂𝑙 на 𝑅𝑘𝑙  выполняется  𝜍 − 𝐼 < 𝜀. 

О3. Ф-яf(х, у)  называется интегрируемой(по Риману) на R, если 

∃ конечный предел I интегральных сумм этой ф-и при Δ → 0. 

Предел I называется двойным интегралом  от f(х, у)  по  R: 

𝐼 =  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅

=  𝑓 𝑀 𝑑𝜍

𝑅

 

З. Методом от противного доказываеться, что ∀ интегрируемая на 

Rфункция 𝑓 𝑥, 𝑦 ограничена на R.  
 

Составим для данного разбиенияТпрямоугольника R верхнюю и 

нижнюю суммы 

𝑆 =   𝑀𝑘𝑙

𝑝

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

Δ𝑅𝑘𝑙      (𝑀𝑘𝑙 = sup
𝑅𝑘𝑙

𝑓 𝑥, 𝑦 ) 

𝑠 =   𝑚𝑘𝑙

𝑝

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

Δ𝑅𝑘𝑙      (𝑚𝑘𝑙 = inf
𝑅𝑘𝑙

𝑓 𝑥, 𝑦 ) 

У1. Для ∀ разбиения Т прямоугольника  R при ∀ выборе точек 

 𝜉𝑘 , 𝜂𝑙 ∇ 𝑅𝑘𝑙 :  𝑠 ≤ 𝜍 ≤ 𝑆 . 

У2.Для ∀ фиксированного разбиения Т и ∀ε > 0 точки  𝜉𝑘 , 𝜂𝑙 ∇
𝑅𝑘𝑙  можно выбрать так, что интегральная сумма 𝜍 будет 

удовлетворять  0 ≤ 𝑆 − 𝜍 < 𝜀.  Точки 𝜉𝑘 , 𝜂𝑙 можно выбрать и 

таким образом, что интегральная сумма 𝜍 будет удовлетворять 

0 ≤ 𝜍 − 𝑠 < 𝜀. 

У3.Пусть Т' -измельчение разбиения Т прямоугольника R и S', s' - 

верхняя и нижняя суммы  Т'. Тогда:𝑠 ≤ 𝑠 ′ ,   𝑆′ ≤ 𝑆. 

У4.Пусть Т' и Т" -∀ 2 разбиения прямоугольника R, S', s' и S", s" -

их верхние и нижние суммы. Тогда  𝑠′ ≤ 𝑆′ ′ ,   𝑠′′ ≤ 𝑆′. 
У5. Множество {S} верхних сумм даннойf(х, у)  для 

всевозможных разбиений прямоугольника  R ограничено снизу. 

Множество нижних сумм {s} ограничено сверху. 

=>∃ числа  𝐼 = inf 𝑆 ,     𝐼 = sup  {𝑠}  - верхний и нижний 

интегралы Дарбу от  f(х, у)по R.  𝐼 ≤ 𝐼. 

У 6. Пусть Т' -измельчение разбиения Т прямоугольника R, 

полученное из Т добавлением р новых прямых, и пусть S', s' и S, s  -

верхние и нижние интегральные суммы разбиений Т' и Т. Тогда :  

𝑆 − 𝑆′ ≤  𝑀𝑅 − 𝑚𝑅 𝑝∆𝑑,    𝑠 ′ − 𝑠 ≤  𝑀𝑅 − 𝑚𝑅 𝑝∆𝑑, 
где  𝑀𝑅 = sup

𝑅

𝑓 𝑥, 𝑦 ,   𝑚𝑅 = inf
𝑅

𝑓 𝑥, 𝑦  

Δ - диаметр   разбиения Т, d -диаметр прямоугольника R. 

𝐼- предел верхних сумм S при Δ→ 0, если для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 

: 𝑆 − 𝐼 < 𝜀 при Δ <δ. 

У7. Верхний и нижний интегралы Дарбу 𝐼  и  𝐼 от  f(х, у)  по 

прямоугольнику  R  являются пределами соответственно верхних 

и нижних сумм при Δ→ 0. 

Т1. Чтобы ограниченная на прямоугольнике R функция  f(х, у)  

была интегрируема на этом прямоугольнике, необходимо и 

достаточно, чтобы для ∀ε > 0 нашлось такое разбиение Т 

прямоугольника R, для которого  𝑆 − 𝑠 < 𝜀. 

Т2. Любая непрерывная в прямоугольнике R функция f(х, у) 

интегрируема на R. 

О4.Назовем элементарной фигурой множество точек, 

представляющих собой объединение конечного числа 

прямоугольников (со сторонами, параллельными осям Ох и Оу). 

О5. Ф-яf(х, у)  обладает в прямоугольнике R(в произвольной 

замкнутой области D)I-свойством, если: 1) f(х, у)  ограничена в 

R(в D); 2) для ∀ε > 0 ∃ элементарная фигура площади, меньшей ε, 

содержащая все точки и линии разрыва функции  f(х, у). 

Т3. Если функция  f(х, у) обладает в прямоугольнике  I-свойством, 

то она интегрируема на этом прямоугольнике. 

С-ва двойного интеграла  

1°. Аддитивность. Если  f(х, у)  интегрируема в области D и если 

область D при помощи кривойГ площади 0 разбивается на две 

связные и не имеющие общих внутренних точек области D1 и D2, 

то f(х, у)  интегрируема в каждой из областей D1 и D2, причем 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

=  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷1

+  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷2

(𝟐) 

Док-во. Разобьем D1 и D2  на конечное число квадрируемых 

областей, тем самым получим разбиение области D. Пусть 

𝑆  и 𝑠 , 𝑆1
  и 𝑠1 , 𝑆2

  и 𝑠2   - верхние и нижние суммы f(х, у)в областях D, 

D1 и D2 . Т.к. 𝐷1 ⊂ 𝐷 и 𝐷2 ⊂ 𝐷 , то 𝑆1
 − 𝑠1 ≤ 𝑆 − 𝑠 , и 𝑆2

 − 𝑠2 ≤ 𝑆 −
𝑠   => интегрируемость  f(х, у)в D1 и D2 . (2) следует из :𝑆 = 𝑆1

 +
𝑆2
  ,   𝑠 = 𝑠1 + 𝑠2 (𝟑) 

З. Справедливо и обратное: из интегрируемости  f(х, у) в каждой 

из D1 и D2следует ее интегрируемость  в области D и 

справедливость формулы (2). 

Док-во.  Разбивая Dна конечное число квадрируемых частей Di и 

вводя верхние и нижние суммы функции  f(х, у)в D, D1 и D2, 

получим равенства (3), верные с точностью до слагаемых, 

отвечающих тем областям Di, которые имеют общие внутренние 

точки с кривой Г. Кривая Г имеет площадь 0,  f(х, у)ограничена => 

общая сумма этих слагаемых → 0 при  ∆ → 0. 

2°. Линейное св-во. Пусть  f(х, у)  и  g(х, у)  интегрируемы в 

области D, α и β - ∀ вещественные числа. Тогда  f(х, у) +  g(х, у)  

также  интегрируема в D, причем 

  𝛼𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝛽𝑔 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

𝐷

 

𝛼  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

+ 𝛽  𝑔 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

 

3°. Если f(х, у)  и  g(х, у)интегрируемы в D, то и произведение 

этих функций интегрируемо в D. 

4°. Если f(х, у)  и  g(х, у)  интегрируемы в D и всюду в D 

f(х, у) ≤  g(х, у)  , то 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

≤  𝑔 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

 

5°. Если f(х, у)интегрируема в области D, то и |f(х, у)| 

интегрируема в D, причем 

  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

 ≤   𝑓 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

 

(Обратное неверно: из интегрируемости |f(х, у)|в D не вытекает 

интегрируемость  f(х, у)в D) 

6°. Если  f(х, у)интегрируема в D, а  g(х, у) ограничена и 

совпадает с f(х, у)  всюду в D, за исключением множества точек 

площади 0, то и  g(х, у) интегрируема в D. 

7°. Теорема о среднем значении. Если  f(х, у)  и  g(х, у)интегри-

руемы в D,  g(х, у) неотрицательна (неположительна) всюду в D, 

𝑀 = sup
𝐷

𝑓 𝑥, 𝑦 ,   𝑚 = inf
𝐷

𝑓 𝑥, 𝑦  

то  ∃ 𝜇 ∇  𝑚, 𝑀 :   𝑓 𝑥, 𝑦 𝑔 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

= 𝜇  𝑔 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

 

Если при этом  f(х, у) непрерывна в D, а D связна, то в 

D∃точка(𝜉, 𝜂), что 𝜇 = 𝑓(𝜉, 𝜂). 

8°. Геометрическое св-во.  ∬ 1𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

  равен площади области D. 

(см У2 №18) 

18. Определение  двойного интеграла при помощи произволь-

ных разбиений области. Эквивалентность двух определений. 

Плоская фигура - часть плоскости, ограниченная простой 

замкнутой кривой. Плоская фигура называется квадрируемой, 

если верхняя и нижняя площади этой фигуры равны между собой 

(Верхняя площадь - ТНГ площадей всех многоугольников, 

содержащих фигуру,  нижняя площадь - ТВГ площадей всех 

многоугольников, содержащихся в фигуре.). Это число - площадь 

фигуры. Г называется кривой площади 0, если для ∀ ε > 0 ∃много-

угольник (элементарная фигура), содержащий все точки Г и 

имеющий площадь, меньшую ε.  

У1.Пусть кривая Г имеет площадь 0 и плоскость покрыта ква-

дратной сеткой с шагом h. Тогда для ∀ε>0 ∃h>0 такое, что 

сумма площадей всех квадратов, имеющих общие точки с Г, 

меньше ε. 

Док-во. Для каждого ε > 0 можно фиксировать некоторую 

элементарную фигуру Q, содержащую внутри себя Г и имеющую 

площадь, меньшую ε/4. При достаточно малом h все квадраты, 

имеющие общие с Г точки, содержатся в элементарной фигуре, 

получающейся заменой каждого прямоугольника прямоуголь-

ником со вдвое большими сторонами и с тем же центром.• 

Пусть D - замкнутая ограниченная область, граница Г которой 

имеет площадь 0,  f(х, у)  -∀ ограниченная ф-я, определенная в D,R 

- ∀ прямоугольник (со сторонами, параллельными координат-ным 

осям), содержащий область D. Определим в R функцию: 

𝐹 𝑥, 𝑦 =  
𝑓 𝑥, 𝑦 ,    𝑥, 𝑦 ∇ 𝐷;

0,    (𝑥, 𝑦) ∇ 𝑅\𝐷
 (𝟏) 

О1.Ф-я  f(х, у)интегрируема в D, если ф-я F(х, у) интегрируема в 

прямоугольнике R. Число  

 𝐹 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅

 

назовем   двойным   интегралом  от  f(х, у)  по области D: 

𝐼 =  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

=  𝑓 𝑀 𝑑𝜍

𝐷

 

У2.Интеграл  ∬ 1𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

  равен   площади  области D. 

Док-во. Подвергая  Rвсе более мелким разбиениям, получим, что 

верхние интегральные суммы этих разбиений будут равны 

площадям элементарных фигур, содержащих D, а нижние суммы  

- площадям элементарных фигур, содержащихся в D. 

Интегрируемость  f(х, у)=1в Dследует из Т*. 

Т1.Если  f(х, у)  обладает в области DI-свойством, то она 

интегрируема в этой области. 

Док-во. Функция F(х, у), определенная  (1), обладает I-свойством в  

R, т.к.F(х, у)ограничена в Rивсе ее точки и линии разрыва либо 

совпадают с соответствующими разрывами   f(х, у),либо лежат на 

границе Г . Но граница Г имеет площадь 0=>  Т1 следует из Т*. 

Сл1.Если f(х, у)ограничена в D и имеет в D разрывы лишь на 

конечном числе спрямляемых линий, то f(х, у) интегрируема в D. 

Сл2.Если f(х, у) обладает в DI-свойством, а  g(х, у)  ограничена и 

совпадает с  f(х, у)  всюду в D, за исключением множества точек 

площади 0, то g(х, у)  интегрируема в области D,причем 

 𝑔 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

=  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

 

 

Пусть D - замкнутая ограниченная область с границей Г площади 

0. Разобьем область Dпри помощи конечного числа ∀ кривых пло-

щади 0 на конечное число r замкнутых частичных областей D1, 

D2, ..., Dr. Каждая 𝐷𝑖  имеет границу площади 0 =>квадрируема 

Пусть ∆𝐷𝑖 - площадь 𝐷𝑖  . В каждой Di выберем ∀ точку  𝑃𝑖 𝜉𝑖 , 𝜂𝑖  

О𝟐. Число𝜍 =  𝑓(

𝑟

𝑖=1

𝑃𝑖)∆𝐷𝑖(𝟐) 

называется интегральной суммойф-иf(х, у), соответствующей 

данному разбиению D на частичные области 𝐷𝑖и данному выбору 

точек 𝑃𝑖в 𝐷𝑖 . Диаметр области𝐷𝑖   - число  

𝑑𝑖 = sup
𝑀1 ,𝑀2∇ 𝐷𝑖

𝜌 𝑀1 , 𝑀2  

𝜌 𝑀1 , 𝑀2  - расстояние между 𝑀1 , 𝑀2. Диаметр разбиенияD: 

∆ = max
1≤𝑖≤𝑟

𝑑𝑖 

О3.Число I называется пределом интегральных сумм(2) при 

∆ → 0, если для ∀ε > 0 ∃δ > 0 : при ∆ < δ независимо от выбора 

точек 𝑃𝑖в 𝐷𝑖выполняется   𝜍 − 𝐼 < 𝜀. 

О4(общее определение интегрируемости).Ф-я  f(х, у) 

называется интегрируемой (по Риману) в области D если ∃ 

конечный предел I интегральных сумм 𝜍  этой функции при ∆ → 0. 

Предел I-двойной интеграл от функции f(х, у)  по области D. 

Т2.Общее определение интегрируемости ≅определению 1. 

Док-во. 1) Пусть  f(х, у)интегрируема в Dсогласно O4 и ее двойной 

интеграл согласно O4 равен I. Заключим Dв прямоу-гольникR, 

разобьем его на частичные прямоугольники и введем на R  ф-ю 

F(х, у)по правилу (1). Рассмотрим для этого разбиения 

интегральную сумму (2) 𝜍 ф-иf(х, у)и интегральную сумму (8) 𝜍ф-

и F(х, у). Эти суммы могут отличаться лишь слагаемыми, 

соответствующими частичным прямоугольникам разбиения, 

имеющим общие точки с границей Г области D. Поскольку Г 

имеет площадь 0, а  f(х, у)ограничена, то f(х, у)интегрируема и 

согласно О1. По О1 она имеет тот же самый двойной интеграл I. 

2) Пусть  f(х, у)интегрируема в Dсогласно О1 и I - двойной 

интеграл от  f(х, у)по Dсогласно О1. Докажем, что для  f(х, у)∃ 

равный I предел интегральных сумм 𝜍  при ∆ → 0. Составим для 

данного разбиения области Dверхнюю и нижнюю суммы 

𝑆 =  𝑀𝑖
 ∆𝐷𝑖

𝑟

𝑖=1

   и    𝑠 =  𝑚𝑖 ∆𝐷𝑖

𝑟

𝑖=1

 

 (𝑀𝑖
 = sup

𝐷𝑖

𝑓 𝑥, 𝑦 ,    𝑚𝑖 = inf
𝐷𝑖

𝑓 𝑥, 𝑦 ) 

Т.к. для ∀ разбиения (при ∀ выборе промежуточных точек в 𝜍 ) 

:𝑠 ≤ 𝜍 ≤ 𝑆 , то надо доказать, что обе суммы 𝑆  и 𝑠  стремятся к I 

при ∆ → 0: для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : при ∆ < 𝛿:  𝑆 − 𝐼 < 𝜀,    𝑠 − 𝐼 < 𝜀. 

Фиксируем ∀ ε > 0. По Т** и У1 для этого ε ∃ разбиение Т 

прямоугольника R(D⊂R)на частичные прямоугольники Rkтакое, 

что для соответствующей функции F(х, у) 

𝑆 − 𝑠 <
𝜀

2
     и  ∆𝑅𝑘

𝑅𝑘∩Г≠∅

<
𝜀

6𝑀0

       где  𝑀0 = sup
𝐷

 𝑓 𝑥, 𝑦  (𝟑) 

Заключим все отрезки прямых, производящих разбиениеТ, и 

границу Г области Dстрого внутрь элементарной фигуры Q, 

площадь которой меньше числа  
𝜀

6𝑀0
  =>∃ положительная точная 

нижняя грань δ расстояния между двумя точками, одна из 

которых принадлежит границе фигуры Q, а другая - отрезкам 

прямых, производящим разбиение Т, или границе Г области D(см. 

док-во У1) Докажем, что для сумм 𝑆  и 𝑠 ∀ разбиения областиD, 

удовлетворяющего условию ∆< 𝛿:  

𝑆 < 𝑆 +
𝜀

2
,     𝑠 −

𝜀

2
< 𝑠 (𝟒) 

Докажем 1-е неравенство (4)  (2-е ан-но).Удалим из 𝑆  все 

слагаемые 𝑀𝑖
 ∆𝐷𝑖, соответствующие областям 𝐷𝑖 , каждая из 

которых не лежит целиком в одном частичном прямоугольнике 

разбиения Т. Все такие области 𝐷𝑖 ⊂ 𝑄 (т.к. 𝑑𝑖 ≤ ∆ < 𝛿) => общая 

сумма площадей таких областей  <
𝜀

6𝑀0
 =>  сумма всех 

удаленных слагаемых 𝑀𝑖
 ∆𝐷𝑖 меньше ε/6, и справедлива оценка: 

𝑆 <  𝑀𝑖
 ∆𝐷𝑖

′

𝑖

+
𝜀

6
(𝟓) 

где штрих обозначает, что сумма распространена лишь на 𝐷𝑖 , 

которые целиком содержатся в одном из прямоугольников 

разбиения Т.Заменим в правой части (5) точные грани 𝑀𝑖
  в  𝐷𝑖 , 

содержащихся в частичном прямоугольнике 𝑅𝑘 , точной верхней 

гранью 𝑀𝑘   в прямоугольнике 𝑅𝑘 . Обозначим 

𝑅𝑘
 =  𝐷𝑖

𝐷𝑖⊂𝑅𝑘

 

и  ∆𝑅𝑘
 −  площадь области 𝑅𝑘

  => 𝑆 <  𝑀𝑘∆𝑅𝑘
 

𝑘

+
𝜀

6
(𝟔) 

Для прям-ков 𝑅𝑘 ⊂ 𝐷области 𝑅𝑘 \𝑅𝑘
 ⊂ 𝑄, поэтому  для них 

 ∆(𝑅𝑘\𝑅𝑘
 

𝑘

) =   (∆𝑅𝑘 − ∆𝑅𝑘
 

𝑘

) ≤ ∆𝑄 <
𝜀

6𝑀0

 

для прямоугольников 𝑅𝑘 , пересекающихся с Г, 

 ∆(𝑅𝑘\𝑅𝑘
 

𝑘

) ≤   ∆𝑅𝑘

𝑘

<
𝜀

6𝑀0

  => 

 𝑆 −  𝑀𝑘∆𝑅𝑘
 

𝑘

 =  𝑀𝑘 ∆𝑅𝑘 − ∆𝑅𝑘
  <

𝑘

𝜀

6
+

𝜀

6
=

𝜀

3
,     

т. е.   𝑀𝑘∆𝑅𝑘
 

𝑘

< 𝑆 +
𝜀

3
 

=>  и из   6 : 𝑆 < 𝑆 +
𝜀

3
+

𝜀

6
= 𝑆 +

𝜀

2
 

=>  1 − е неравенство  4 => 𝑠 −
𝜀

2
< 𝑠 ≤ 𝑆 < 𝑆 +

𝜀

2
(𝟕) 

Из (3) => каждая из s и S отклоняется от I меньше чем на ε/2 

=>каждая из𝑆  и 𝑠    в силу (7) отклоняется от I меньше чем на ε.  

*: О. Ф-яf(х, у)  обладает в прямоугольнике R(в произвольной 

замкнутой области D)I-свойством, если: 1) f(х, у)  ограничена в 

R(в D); 2) для ∀ε > 0 ∃ элементарная фигура площади, меньшей ε, 

содержащая все точки и линии разрыва  f(х, у). 

Т. Если  f(х, у) обладает в прямоугольнике  I-свойством, то она 

интегрируема на этом прямоугольнике. 

**:Чтобы ограниченная на прямоугольнике R ф-я  f(х, у)  была 

интегрируема на R, необходимо и достаточно, чтобы для ∀ε > 0 

∃ такое разбиение Т прямоугольника R, для которого   𝑆 − 𝑠 < 𝜀. 

О𝟎. Число𝜍 = 𝜍 𝑓, 𝑇 =   𝑓

𝑝

𝑙=1

(𝜉𝑘 , 𝜂𝑙)

𝑛

𝑘=1

Δ𝑅𝑘𝑙(𝟖) 

назовем интегральной суммой ф-иf(х, у), соответствующей 

данному разбиению Т прям-ка R и данному выбору промежуточ-

ных точек (𝜉𝑘 , 𝜂𝑙)на частичных прямоугольниках разбиения Т. 

О0’.Число I называется пределом интегральных сумм (8) при 

Δ → 0, если для ∀ε > 0  ∃δ>0: при Δ < 𝛿независимо от выбора 

промежуточных точек  𝜉𝑘 , 𝜂𝑙 на 𝑅𝑘𝑙  выполняется  𝜍 − 𝐼 < 𝜀. 

19. Сведение двойного интеграла к повторному однократному. 

Пусть   f(х, у)определена  всюду на прямоугольнике 𝑅 =
 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 × [𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑].Разобьем [a, b]на пчастичных 

сегментов :  𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏,[c, d]на р частичных 

сегментов : 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < 𝑦2 < ⋯ < 𝑦𝑝 = 𝑑. Этому разбиению 

соответствует разбиение Tпрямоугольника  R прямыми, парал-

лельными осям Ох и Оу, на п•рчастичных прямоугольников 

𝑅𝑘𝑙 =  𝑥𝑘−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘  ×  𝑦𝑙−1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑙   (𝑘 =
1, 𝑛     ,    𝑙 = 1, 𝑝     ).На каждом частичном прямоугольнике  

𝑅𝑘𝑙 выберем произвольную  точку  (𝜉𝑘 , 𝜂𝑙). Положим Δ𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 −
𝑥𝑘−1, Δ𝑦𝑙 = 𝑦𝑙 − 𝑦𝑙−1и Δ𝑅𝑘𝑙  - площадь 𝑅𝑘𝑙  =>Δ𝑅𝑘𝑙 = Δ𝑥𝑘 ∙ Δ𝑦𝑙 .  

Длина  диагонали    𝑅𝑘𝑙 , равная   Δ𝑥𝑘 
2 +  Δ𝑦𝑙 

2, - диаметр𝑅𝑘𝑙 . 

Наибольший из диаметров всех 𝑅𝑘𝑙  - диаметр Δ 

разбиенияТпрямоугольника R. 

О1.Число 

𝜍 = 𝜍 𝑓, 𝑇 =   𝑓

𝑝

𝑙=1

(𝜉𝑘 , 𝜂𝑙)

𝑛

𝑘=1

Δ𝑅𝑘𝑙 (𝟏) 

назовем интегральной суммой ф-иf(х, у), соответствующей 

данному разбиению Т прямоугольника R и данному выбору 

промежуточных точек (𝜉𝑘 , 𝜂𝑙)на частичных прямоугольниках 

разбиения Т. 

О2.Число I называется пределом интегральных сумм (1) при 

Δ → 0, если для ∀ε > 0  ∃δ>0: при Δ < 𝛿независимо от выбора 

промежуточных точек  𝜉𝑘 , 𝜂𝑙 на 𝑅𝑘𝑙  выполняется  𝜍 − 𝐼 < 𝜀. 

О3. Ф-яf(х, у)  называется интегрируемой(по Риману) на 

прямоугольнике R, если ∃ конечный предел I интегральных сумм 

этой функции при Δ → 0. Этот предел I называется двойным 

интегралом  от  f(х, у)  по R: 

𝐼 =  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅

=  𝑓 𝑀 𝑑𝜍

𝑅

 

Пусть область интегрирования - 𝑅 =  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 × [𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑]. 
Т1.Пусть  f(х, у) интегрируема в  R, и пусть для∀𝑥 ∇ [𝑎, 𝑏] 
∃ однократный интеграл 

𝐼 𝑥 =  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

(𝟐) 

Тогда ∃ повторный интеграл 

 𝐼(𝑥)

𝑏

𝑎

=  𝑑𝑥  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

и справедливо равенство 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅

=  𝑑𝑥  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

(𝟑) 

Док-во. Разобьем    прямоугольник Rс помощью точек {хk}, {yl} 

на  прчастичных 𝑅𝑘𝑙 =  𝑥𝑘−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘  ×  𝑦𝑙−1 ≤ 𝑦 ≤
𝑦𝑙   (𝑘 = 1, 𝑛     ,    𝑙 = 1, 𝑝     ) так:𝑥0 = 𝑎, 𝑥𝑛 = 𝑏,𝑦0 = 𝑐, 𝑦𝑝 = 𝑑. 

𝑆 =   𝑀𝑘𝑙

𝑝

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

Δ𝑅𝑘𝑙      (𝑀𝑘𝑙 = sup
𝑅𝑘𝑙

𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝑠

=   𝑚𝑘𝑙

𝑝

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

Δ𝑅𝑘𝑙  𝑚𝑘𝑙

= inf
𝑅𝑘𝑙

𝑓 𝑥, 𝑦   

- верхняя и нижняя суммы  f(х, у). Тогда всюду на𝑅𝑘𝑙  

𝑚𝑘𝑙 ≤ 𝑓 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑀𝑘𝑙 𝟒  
Фиксируем ∀ 𝜉𝑘 ∇  𝑥𝑘−1 , 𝑥𝑘 и проинтегрируем (4) по у в пределах 

от 𝑦𝑙−1  до 𝑦𝑙 , положив 𝑥 = 𝜉𝑘: 

𝑚𝑘𝑙Δ𝑦𝑙 ≤  𝑓 𝜉𝑘 , 𝑦 𝑑𝑦

𝑦𝑙

𝑦𝑙−1

≤ 𝑀𝑘𝑙Δ𝑦𝑙 (𝟓) 

Умножим (5) на Δ𝑥𝑘,просуммируем сначала по всем l от 1 до р, а 

затем по всем k от 1 до п. Используя (2): 

𝑠 =   𝑚𝑘𝑙  Δ𝑥𝑘Δ𝑦𝑙

𝑝

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

≤  𝐼 𝜉𝑘 

𝑛

𝑘=1

Δ𝑥𝑘 ≤   𝑀𝑘𝑙  Δ𝑥𝑘Δ𝑦𝑙

𝑝

𝑙=1

𝑛

𝑘=1

= 𝑆   (𝟔) 

Пусть Δ → 0. Тогда и max𝑘 Δ𝑥𝑘 → 0. При этом S и s → к двойному    

интегралу 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅

 

=>∃ предел и среднего члена в (6), = тому же самому двойному 

интегралу. Но этот предел по определению 1-кратного  интеграла: 

 𝐼(𝑥)

𝑏

𝑎

=  𝑑𝑥  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

=> доказано существование повторного интеграла и равенство (3).  

З. Из док-ва Т1 =>х и y можно поменять ролями.  
 

Пусть D - замкнутая ограниченная область с границей Г площади 

0. Разобьем область Dпри помощи конечного числа произвольных 

кривых площади 0 на конечное число r замкнутых частичных 

областей D1, D2, ..., Dr. Каждая 𝐷𝑖  имеет границу площади 0 

=>квадрируема. Пусть ∆𝐷𝑖 -  площадь 𝐷𝑖 .  . В каждой Di выберем 

∀ точку  𝑃𝑖 𝜉𝑖 , 𝜂𝑖  

О4. Число 

𝜍 =  𝑓(

𝑟

𝑖=1

𝑃𝑖)∆𝐷𝑖(𝟕) 

называется интегральной суммой  f(х, у), соответствующей 

данному разбиению области D на частичные области 𝐷𝑖и 

данному выбору промежуточных точек 𝑃𝑖в частичных областях. 

Диаметр области𝐷𝑖  - число  

𝑑𝑖 = sup
𝑀1 ,𝑀2∇ 𝐷𝑖

𝜌 𝑀1 , 𝑀2  

𝜌 𝑀1 , 𝑀2  - расстояние между 𝑀1 , 𝑀2. Диаметр разбиения области 

D- число  

∆ = max
1≤𝑖≤𝑟

𝑑𝑖 

О5.Число I называется пределом интегральных сумм (7) при 

∆ → 0, если для ∀ε > 0 ∃δ>0: при ∆ < δ независимо от выбора 

точек 𝑃𝑖в 𝐷𝑖выполняется   𝜍 − 𝐼 < 𝜀 

О6(общее определение интегрируемости).Функция  f(х, у) 

называется интегрируемой (по Риману) в D, если ∃ конечный 

предел I интегральных сумм 𝜍  этой функции при ∆ → 0. Этот 

предел I называется двойным интегралом от функции f(х, у)  по 

области D. 

Рассмотрим произвольную ограниченную замкнутую 

квадрируемую область Dсграницей Г. 

Т2.Пусть выполнены условия: 1) область D такова, что ∀ 

прямая, параллельная оси Оу, пересекает границу  Г по целому 

отрезку [𝑦1 𝑥 , 𝑦2 𝑥 ] либо не более чем в двух точках, ординаты 

которых суть 𝑦1 𝑥  и 𝑦2 𝑥 , где 𝑦1 𝑥 ≤ 𝑦2 𝑥 ; 2)f(х, у)  

интегрируема в D и для ∀𝑥 ∇ [𝑥1, 𝑥2]∃ однократный интеграл 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝑦2 𝑥 

𝑦1 𝑥 

 

([𝑥1, 𝑥2] - проекция D на ось Ох).   Тогда ∃ повторный интеграл 

 𝑑𝑥  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝑦2 𝑥 

𝑦1 𝑥 

𝑥2

𝑥1

 

и справедливо равенство 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

=  𝑑𝑥  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝑦2 𝑥 

𝑦1 𝑥 

𝑥2

𝑥1

(𝟖) 

Док-во. Пусть R - прямоугольник со сторонами, параллельными  

осям координат, содержащий область D,  

ф-я 𝐹 𝑥, 𝑦 =  
𝑓 𝑥, 𝑦 ,    𝑥, 𝑦 ∇ 𝐷;

0,    (𝑥, 𝑦) ∇ 𝑅\𝐷
   совпадает с  f(х, у)в Dи = 0 в 

остальных точках R. Для F(х, у)выполнены в R  условия Т1 => 

справедлива (3) и переходит в (8) в силу выбора  F(х, у). 

З2. В Т2 можно поменять ролями х и у (везде поменять местам, 

ординаты → абсциссы) 

 

20. Кратные несобственные интегралы от 

неотрицательных функций. Признаки 

сходимости. 

Пусть D - открытое связное мн-во пр-ва Е
т
, 𝐷- 

замыкание D (D + его границы). 

О1. Послед-сть{𝐷𝑛} открытых связных мн-

твмонотонно исчерпывает мн-во D, если: 1) для 

∀п:𝐷𝑛 ⊂ 𝐷𝑛+12)  𝐷𝑛𝑛 = 𝐷. 
Пусть на мн-веDзадана  f(х), х = (х1, х2 , …, хт), 

интегрируемая по Риману на ∀ замкнутом 

кубируемом подмн-веD. Рассмотрим всевозможные 

послед-сти{𝐷𝑛}открытых множеств, монотонно 

исчерпывающие Dи замыкание 𝐷𝑛каждого 

𝐷𝑛кубируемо (=>мн-во 𝐷𝑛ограничено) . 

О2. Если для∀ такой послед-сти{𝐷𝑛}∃ предел 

числовой послед-сти 

𝑎𝑛 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐷𝑛

(𝟏) 

и этот предел не зависит от выбора послед-

сти{𝐷𝑛}, то этот предел называется 

несобственным интегралом от  f(х) по мн-вуD: 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐷 

или    …  𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 … 𝑑𝑥𝑚

         𝐷 

(𝟐) 

При этом несобственный интеграл (2) называется 

сходящимся. 

Т1. Для сходимости несобственного интеграла (2) 

от неотрицательной в D ф-цииf(х)  необходимо и 

достаточно, чтобы хотя бы для одной послед-

стикубируемых областей {𝐷𝑛},  монотонно 

исчерпыва-ющейD, была ограниченной числовая 

послед-сть(1). 

Док-во. Необх-сть. Из сходимости несобств. инте-

грала (2) по О2 => послед-сть {𝑎𝑛} (1) сходится для 

всех послед-стей{𝐷𝑛},монотонно исчерпывающих D 

=> {𝑎𝑛}ограничена для ∀ такой {𝐷𝑛}. 

Дост-сть. Т.к. 𝐷𝑛 ⊂ 𝐷𝑛+1и  f(х) ≥ 0 => послед-сть 

(1) ограничена и не убывает => она сходится к 

некоторому числу I. Докажем, что если выбрать 

∀другую послед-стькубируемых областей 

{𝐷′𝑛},монотонно исчерпывающую D, то послед-сть 

𝑎𝑛
′ =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐷′𝑛

 

сходится к тому же I. Фиксируем ∀п0и рассмотрим 

область 𝐷𝑛0
′ . Найдется п1: 𝐷𝑛0

′
⊂ 𝐷𝑛1

. Пусть это не 

так => для ∀k∃ точка 𝑀𝑘 ∇ 𝐷𝑛0

′
 , но 𝑀𝑘 ∈ 𝐷𝑘 .Т.к. 𝐷𝑛0

′
 

замкнуто и ограничено => из {𝑀𝑘 }можно выделить 

послед-сть, сходящуюся к некоторой 𝑀 ∇ 𝐷𝑛0

′
. Точка 

М вместе с некоторой окрестностью принадлежит 

одному из мн-тв𝐷𝑘1
 => этому же 𝐷𝑘1

 (и всем 𝐷𝑘с 

большими номерами) принадлежат  𝑀𝑘с как угодно 

большими номерами => это противо-речит выбору 

точек 𝑀𝑘. Итак, ∃п1:𝐷𝑛0

′
⊂ 𝐷𝑛1

 =>𝑎𝑛0
′ ≤ 𝑎𝑛1

≤ 𝐼 

=>{𝑎𝑛
′ } → 𝐼′, I' ≤ I. Меняя местами в 

рассуждениях{𝑎𝑛
′ }и {𝑎𝑛},придем к  I ≤ I' =>I' = I.  

Т2(общий признак сравнения). Пусть  f(х) и g(х)  

всюду на открытоммн-веD удовлетворяют условию 

0 ≤ f(х) ≤g(х). Тогда из сходимости несоб. интеграла 

∫ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

 => сходимость несоб. интеграла 

∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

,  а из расходимости ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

    =>    

расходимость ∫ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

. 

Док-во. Пусть {𝐷𝑛} - послед-стькубируемыхобла-

стей, монотонно исчерпывающих D. Из неравенств 

𝑎𝑛 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐷𝑛

≤  𝑔 𝑥 𝑑𝑥

𝐷𝑛

= 𝑏𝑛  

=> ограниченность {𝑏𝑛} влечет ограниченность 

{𝑎𝑛}и неограниченность {𝑎𝑛}влечет 

неограниченность {𝑏𝑛} (для ∀ послед-сти областей 

{𝐷𝑛}) => и из Т1 вытекает справедливость Т2. 

 



21. Кратные несобственные интегралы от знакопеременных 

функций. Эквивалентность понятий сходимости и 

абсолютной сходимости. 

Пусть D - открытое связное мн-во пр-ва Е
т
, 𝐷- замыкание D (D + 

его границы). 

О1. Послед-сть{𝐷𝑛} открытых связных мн-твмонотонно 

исчерпывает мн-во D, если: 1) для ∀п:𝐷𝑛 ⊂ 𝐷𝑛+12)  𝐷𝑛𝑛 = 𝐷. 

Пусть на мн-веDзадана  f(х), х = (х1, х2 , …, хт), интегрируемая по 

Риману на ∀ замкнутом кубируемом подмн-веD. Рассмотрим 

всевозможные послед-сти{𝐷𝑛}открытых множеств, монотонно 

исчерпывающие Dи замыкание 𝐷𝑛каждого 𝐷𝑛кубируемо (=>мн-во 

𝐷𝑛ограничено) . 

О2. Если для∀ такой послед-сти{𝐷𝑛}∃ предел числовой послед-

сти 

𝑎𝑛 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐷𝑛

(𝟏) 

и этот предел не зависит от выбора послед-сти{𝐷𝑛}, то этот 

предел называется несобственным интегралом от  f(х) по мн-

вуD: 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐷 

или    …  𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 … 𝑑𝑥𝑚

         𝐷 

(𝟐) 

При этом несобственный интеграл (2) называется сходящимся. 

Несобственный интеграл ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

абсолютно  сходится,  если  

сходится  ∫  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷

.  

Т1. Для несобственных m-кратных интегралов при m ≥ 2 понятия 

сходимости и абсолютной сходимости эквивалентны. 

Док-во. 1) Док-во: из абсолютной сходимости кратного 

несобственного интеграла в области D=> его обычная сходимость 

в D. Рассмотрим две неотрицательные функции 

𝑓+ 𝑥 =
 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥)

2
,    𝑓− 𝑥 =

 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)

2
(𝟑) 

=> 𝑓+ 𝑥 =  
𝑓 𝑥 ,    если 𝑓 𝑥 ≥ 0

   0,        если 𝑓 𝑥 < 0
 (𝟒) 

       𝑓− 𝑥 =  
−𝑓 𝑥 ,    если 𝑓 𝑥 ≤ 0

   0,        если 𝑓 𝑥 > 0
  

=>  0 ≤ 𝑓+ 𝑥 ≤  𝑓 𝑥  ;        0 ≤ 𝑓− 𝑥 ≤  𝑓 𝑥   𝟓  

𝑓 𝑥 = 𝑓+ 𝑥 − 𝑓− 𝑥 ;        𝑓 𝑥  = 𝑓+ 𝑥 + 𝑓− 𝑥 (𝟔) 

Из интегрируемости  f(х)в собственном смысле по ∀ кубируемой 

подобласти области D => интегрируемость по ∀ такой 

подобласти  𝑓 𝑥    => и  𝑓+ 𝑥 и 𝑓− 𝑥  (из (3)) => из сходимости 

∫  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷

,неравенства (5) и Т* => сходимость  ∫ 𝑓+ 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

и 

∫ 𝑓− 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

. Из О2 => если сходится несобственный интеграл по 

области Dот 𝑓+ 𝑥 и 𝑓− 𝑥 , то сходятся интегралы от суммы и 

разности этих функций => из 1-го соотношения (6) сходимость  

∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

.  

2) Пусть  кратный несобственный  ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

сходится, а 

∫  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷

 расходится => из Т** послед-сть интегралов от  𝑓 𝑥   

по любой монотонно исчерпывающей область Dпослед-

стикубируемых областей {𝐷𝑛}будет монотонно возрастающей 

бесконечно большой послед-стью =>{𝐷𝑛}можно выбрать так, что 

для ∀п = 1, 2, ... выполняется  

  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷𝑛+1

> 3   𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷𝑛

+ 2𝑛 + 4   (𝟕) 

(достаточно взять∀{𝐷𝑛}и отбросить те области, для которых (7) 

не выполняется). Пусть  Рп= 𝐷𝑛+1\𝐷𝑛   => из (7) для ∀п: 

  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝑃𝑛

> 2   𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷𝑛

+ 2𝑛 + 4   (𝟖) 

Из 2-го (6) => 

  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝑃𝑛

=  𝑓+ 𝑥 𝑑𝑥
𝑃𝑛

+  𝑓− 𝑥 𝑑𝑥
𝑃𝑛

(𝟗) 

Фиксируем ∀п. Пусть для этого пиз интегралов в правой части (9) 

большим будет 1-ый => из (8) и (9) : 

 𝑓+ 𝑥 𝑑𝑥
𝑃𝑛

>   𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷𝑛

+ 𝑛 + 2    (𝟏𝟎) 

Разобьем область 𝑃𝑛 на конечное число областей 𝑃𝑛
𝑖так, чтобы 

нижняя сумма  

 𝑚𝑖∆𝜍𝑖

𝑖

 ,     где𝑚𝑖 = inf
𝑃𝑛

𝑖
𝑓+ 𝑥 ,     ∆𝜍𝑖 − 𝑚 − мерный объем 𝑃𝑛

𝑖 

функции 𝑓+ 𝑥 для этого разбиения удовлетворяла неравенству  

0 ≤  𝑓+ 𝑥 𝑑𝑥
𝑃𝑛

−  𝑚𝑖∆𝜍𝑖

𝑖

< 1 

=> заменив в левой части  (10)  интеграл нижней суммой: 

 𝑚𝑖∆𝜍𝑖

𝑖

>   𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷𝑛

+ 𝑛 + 1     (𝟏𝟏) 

Т.к. 𝑚𝑖 ≥ 0, то оставим в   𝑚𝑖∆𝜍𝑖𝑖   лишь те слагаемые, для 

которых 𝑚𝑖 > 0. Пусть 𝑃 𝑛  -объединение областей 𝑃𝑛
𝑖 , соответ-

ствующих оставшимся в сумме слагаемым. В 𝑃 𝑛 :𝑓+ 𝑥 >
0=>𝑓+ 𝑥 = 𝑓(𝑥)(см. (4)) => из (11) : 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑃 𝑛

>   𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷𝑛

+ 𝑛 + 1     (𝟏𝟐) 

Пусть 𝐷𝑛
∗ = 𝐷𝑛 ∪ 𝑃 𝑛  => складывая (12) с  

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷𝑛

≥ −  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐷𝑛

 

заведомо справедливым для фиксированного нами п, получим 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷𝑛

∗
> 𝑛 + 1      (𝟏𝟑) 

Если для фиксированного пиз интегралов в правой части (9) 

большим будет 2-ой, то,  аналогично, учитывая, что в  𝑃 𝑛𝑓− 𝑥 =
−𝑓(𝑥),получим  

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷𝑛

∗
< −𝑛 − 1      (𝟏𝟒) 

Из  13 и  14 =>   для ∀ 𝑛 =  1,2, …     𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷𝑛

∗
> 𝑛 + 1   (𝟏𝟓) 

Послед-сть{𝐷2𝑛
∗ }удовлетворяет всем условиям О1, кроме, быть 

может, условия связности областей 𝐷2𝑛
∗  (связность 𝐷𝑛

∗ могла быть 

нарушена при отбрасывании из 𝑃𝑛 тех 𝑃𝑛
𝑖 , на которых ТНГ 𝑚𝑖 = 0). 

Малой деформацией сделаем эти области связными. 

Соединим каждую 𝑃𝑛
𝑖из𝑃 𝑛с областью 𝐷𝑛т-мерной кубируемой 

связной областью 𝐾𝑛
𝑖  так, чтобы полученное множество стало 

связным. Число 𝑃𝑛
𝑖в𝑃 𝑛 конечно => и число каналов конечно. Пусть 

𝐾𝑛  - объединение всех каналов.  Наложим ограничение на m-

мерный объем𝑉(𝐾𝑛)каналов. 

Т.к. 𝑓(𝑥)интегрируема => и ограничена на 𝑃𝑛 , то 

  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐾𝑛

 ≤   𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝐾𝑛

≤ 𝑀 ∙ 𝑉 𝐾𝑛 ,     где 𝑀 = sup
𝑃𝑛

 𝑓 𝑥   

Пусть m-мерный объем каналов𝑉(𝐾𝑛 )удовлетворяет условию 

𝑉 𝐾𝑛 < 1 𝑀  => 

  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐾𝑛

 < 1   (𝟏𝟔) 

Из  15 и  16 : для ∀ 𝑛    𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷𝑛

∗∪𝐾𝑛

 > 𝑛   (𝟏𝟕) 

Послед-сть связных кубируемых областей {𝐷2𝑛
∗ ∪ 𝐾2𝑛 } монотонно 

исчерпывает область D(берем  {𝐷2𝑛
∗ ∪ 𝐾2𝑛 } вместо  {𝐷𝑛

∗ ∪ 𝐾𝑛 }, 

чтобы удовлетворить условию𝐷2𝑛 ∪ 𝐾2𝑛 ⊂ 𝐾2(𝑛+1)  из О1). Из  (17) 

=> послед-сть интегралов в левой части (17) расходится 

=>несобственный∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷 

расходится => противоречие 

cусловием теоремы. • 

В (R, х0) - т-мерный шар радиуса Rс центром в точке х0и начало 

координат - в точке 0 ∇ 𝐸𝑚 . 

О. Пусть 𝑓 𝑥 определена при всех 𝑥 ∇ 𝐸𝑚  и интегрируема в 

каждом шаре В (R, 0). Функция 𝑓 𝑥 интегрируема по Коши в 

𝐸𝑚 , если ∃ предел 

lim
𝑅→∞

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐵(𝑅,0)

 

Этот предел называется главным значением несобственного 

интеграла от𝑓 𝑥 в смысле Коши:  

v. p.  𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐸𝑚

= lim
𝑅→∞

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐵(𝑅,0)

 

--------------------------------------------------- 

*: (общий признак сравнения). Пусть  f(х) и g(х)  всюду на 

открытом мн-веD удовлетворяют  0 ≤ f(х) ≤g(х). Тогда из 

сходимости несоб.  ∫ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

 => сходимость несоб. ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

,  

а из расходимости ∫ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

  =>  расходимость ∫ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥
𝐷

. 

**: Для сходимости несоб. интеграла (2) от неотрицательной в 

D ф-цииf(х)  необходимо и достаточно, чтобы хотя бы для 1 

послед-стикубируемых областей {𝐷𝑛},  монотонно 

исчерпывающей D, была ограниченной числовая послед-сть(1). 

 

22. Криволинейные интегралы 1-го и 2-го рода. 

Рассмотрим на плоскости Оху некоторую спрямляемую кривую L, 

не имеющую точек самопересечения и участков самоналегания. 

Пусть L определяется параметрически 
𝑥 = 𝜑 𝑡 

𝑦 = 𝜓(𝑡)
    (a ≤ t ≤ b)     (1) 

незамкнута и ограничена точками А и 

В:𝐴(𝜑 𝑎 , 𝜓 𝑎 , 𝐵(𝜑 𝑏 , 𝜓(𝑏). 

Пусть на  L=АВ определены 3 функции:  f(х, у), Р(х, у), Q(х, у), 

непрерывные (=> равномерно непрерывные) вдоль L (для  f(х, у): 

для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 :  𝑓 𝑀1 − 𝑓 𝑀2  < 𝜀 для ∀ 𝑀1 , 𝑀2 ∇ 𝐿,
𝜌 𝑀1 , 𝑀2 < 𝛿). 

Разобьем [а, b]: 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛 = 𝑏  на пчастичных 

сегментов  𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑛 . 

Lраспадается на п частичных дуг: 𝑀0𝑀1 , 𝑀1𝑀2 , … , 𝑀𝑛−1𝑀𝑛 ,где  

𝑀𝑘 𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑛имеют координаты 𝑥𝑘 = 𝜑 𝑡𝑘 , 𝑦𝑘 = 𝜓 𝑡𝑘 . 

Выберем на каждой 𝑀𝑘−1𝑀𝑘∀𝑁𝑘 𝜉𝑘 , 𝜂𝑘 : 𝜏𝑘 ∇  𝑡𝑘−1 , 𝑡𝑘 , 𝜉𝑘 = 𝜑 𝜏𝑘 , 
𝜂𝑘 = 𝜓 𝜏𝑘 . Пусть ∆𝑙𝑘  - длина k-й частичной дуги 𝑀𝑘−1𝑀𝑘  (𝑘 =

1, 𝑛): 

∆𝑙𝑘 =    𝜑′(𝑡) 2 +  𝜓′(𝑡) 2

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑑𝑡   (𝟐) 

Диаметр разбиения кривой  𝐿 ∶ ∆= max
1≤𝑘≤𝑛

∆𝑙𝑘  

Составим 3 интегральные суммы: 

𝜍1 =  𝑓 𝜉𝑘 , 𝜂𝑘 

𝑛

𝑘=1

∆𝑙𝑘(𝟑𝟏) 

𝜍2 =  𝑃 𝜉𝑘 , 𝜂𝑘 

𝑛

𝑘=1

∆𝑥𝑘(𝟑𝟐) 

𝜍3 =  𝑄 𝜉𝑘 , 𝜂𝑘 

𝑛

𝑘=1

∆𝑦𝑘(𝟑𝟑) 

где ∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, ∆𝑦𝑘 = 𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1 

О1 . Назовем число  Iпределом   интегральной  суммы𝜍𝑠 (s= 1, 2, 

3) при ∆→ 0, если для ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что (независимо от 

выбора  𝑁𝑘 ∇ 𝑀𝑘−1𝑀𝑘 )   𝜍𝑠 − 𝐼 < 𝜀, как только Δ <δ. 

О2. Если ∃ предел интегральной суммы 𝜍1при ∆→ 0, то этот 

предел называется криволинейным  интегралом 1-го рода от 

f(х, у) по кривой  L : 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑙

𝐿

      или     𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑙

𝐴𝐵

(𝟒𝟏) 

О3. Если ∃ предел интегральной суммы 𝜍2[𝜍3] при ∆→ 0, то этот 

предел называется криволинейным интегралом 2-го рода от 

Р(х, у)[Q(х, у)]  по кривой L= AB 

 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝐴𝐵

  𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝐴𝐵

 (𝟒𝟐) 

 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝐴𝐵

+  𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝐴𝐵

=  𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝐴𝐵

+ 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦   (𝟒𝟑) 

- общий   криволинейныйинтеграл 2-го рода  

Из определения =>  криволинейный интеграл 1-го рода не зависит 

от направления пробега  L, а для 2-го рода изменение направления 

на L ведет к изменению знака 

 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝐴𝐵

+ 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = −  𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝐵𝐴

+ 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 

О4. Кривая L называется гладкой, если 𝜑 𝑡 и𝜓 𝑡  из 

определяющих ее уравнений (1) имеют на [а, b]  непрерывные 

производные 𝜑′ 𝑡  и 𝜓′ 𝑡 (т. е. они непрерывны в a<t<bи имеют 

конечные предельные значения в а справа и в b слева). 

Особые точки кривойL - точки, соответствующие значению tиз [а, 

b]: 𝜑′(𝑡) 2 +  𝜓′(𝑡) 2 = 0.  Обыкновенные точкиL: 𝜑′(𝑡) 2 +
 𝜓′(𝑡) 2 ≠ 0. 

Т. Если кривая L= ABявляется гладкой и не содержит особых 

точек и если f(х, у), Р(х, у), Q(х, у) непрерывны вдоль L, то 

криволинейные интегралы (4
1
) и (4

2
) ∃ и могут быть вычислены: 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑙

𝐴𝐵

=  𝑓[𝜑 𝑡 , 𝜓 𝑡 ]  𝜑′(𝑡) 2 +  𝜓′(𝑡) 2𝑑𝑡

𝑏

𝑎

(𝟓𝟏) 

 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝐴𝐵

=  𝑃[𝜑 𝑡 , 𝜓 𝑡 ]𝜑′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

(𝟓𝟐) 

 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝐴𝐵

=  𝑄[𝜑 𝑡 , 𝜓 𝑡 ]𝜓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

(𝟓𝟑) 

Док-во. Определенные интегралы справа в (5
1
), (5

2
), (5

3
) ∃, т.к. их 

подынтегральные ф-и непрерывны на a ≤ t ≤ b. Вывод (5
2
) и (5

3
) 

аналогичен => будем выводить (5
1
) и (5

2
) и доказывать 

существование (4
1
) и (4

2
). 

Разобьем  [а, b]на пчастичных  𝑡𝑘−1 , 𝑡𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑛и составим суммы 

(3
1
), (3

2
). Учитывая (2) и  

∆𝑥𝑘 = 𝜑 𝑡𝑘 − 𝜑 𝑡𝑘−1 =  𝜑′(𝑡)

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑑𝑡 

представим (3
1
) и (3

2
) в виде: 

𝜍1 =   𝑓[𝜑 𝜏𝑘 , 𝜓 𝜏𝑘 ]    𝜑′(𝑡) 2 +  𝜓′(𝑡) 2

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑑𝑡 

𝑛

𝑘=1

 

𝜍2 =   𝑃[𝜑 𝜏𝑘 , 𝜓 𝜏𝑘 ]  𝜑′(𝑡)

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑑𝑡 

𝑛

𝑘=1

 

Пусть 𝐼1 и 𝐼2 - определенные интегралы в правых частях (5
1
) и (5

2
), 

представим их по [а, b]в виде суммы пинтегралов по [𝑡𝑘−1 , 𝑡𝑘], 𝑘 =

1, 𝑛. Оценим разности 

𝜍1 − 𝐼1 =   {𝑓 𝜑 𝜏𝑘 , 𝜓 𝜏𝑘  

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

− 

−𝑓 𝜑 𝑡 , 𝜓 𝑡  }  𝜑′ 𝑡  2 +  𝜓′ 𝑡  2𝑑𝑡 𝟔𝟏  

𝜍2 − 𝐼2 =    𝑃 𝜑 𝜏𝑘 , 𝜓 𝜏𝑘  − 𝑃 𝜑 𝑡 , 𝜓 𝑡   𝜑′ 𝑡 𝑑𝑡

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 𝟔𝟐  

При сделанных  предположениях  о  f(х, у), Р(х, у)и ф-х (1) ф-и 

𝑓 𝜑 𝑡 , 𝜓 𝑡   и 𝑃 𝜑 𝑡 , 𝜓 𝑡   как сложные ф-и аргумента t 

непрерывны на [а, b] => равномерно непрерывны на [а, b]. 

𝜑′ 𝑡  и 𝜓′ 𝑡 непрерывны на [а, b]и ≠ 0 одновременно, то 

𝑚 = min
𝑎≤𝑡≤𝑏

  𝜑′ 𝑡  2 +  𝜓′ 𝑡  2 > 0    

и  ∆𝑡𝑘 ≥ 𝑚  𝑑𝑡 = 𝑚

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

 ∆𝑡𝑘   => и из (2)  ∆𝑡𝑘 ≤
1

𝑚
∆𝑙𝑘  

=> при ∆→ 0 наибольшая из ∆𝑡𝑘 → 0. 

Т. о., для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 такое, что при Δ <δ  в (6
1
)     < 𝜀/𝑙, где 

l  - длина кривой L, а в (6
2
)   

    <
𝜀

𝑀(𝑏 − 𝑎)
, где   𝑀 = max

𝑎≤𝑡≤𝑏
 𝜑′  𝑡   

Полагая  Δ <δ, получим для (6
1
), (6

2
) оценки: 

 𝜍1 − 𝐼1 ≤
𝜀

𝑙
    𝜑′ 𝑡  2 +  𝜓′  𝑡  2𝑑𝑡

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

=
𝜀

𝑙
 ∆𝑙𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝜀 

 𝜍2 − 𝐼2 ≤
𝜀

𝑀 𝑏 − 𝑎 
   𝜑′  𝑡  𝑑𝑡

𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

≤
𝜀

𝑀 𝑏 − 𝑎 
𝑀  ∆𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝜀 

=> интегральные суммы 𝜍1и 𝜍2 при ∆→ 0 имеют пределы соотв-но 

𝐼1 и 𝐼2 =>∃ криволинейные интегралы (4
1
), (4

2
) и для них 

справедливы (5
1
), (5

2
). • 

З. Криволинейные интегралы имеют те же свойства, что и 

обычные определенные интегралы.  

1°. Линейное св-во. Если для  f(х, у) и  g(х, у)∃ криволинейные 

интегралы по кривой  АВ и если α и β - ∀ постоянные, то для 

[𝛼𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝛽𝑔 𝑥, 𝑦 ] также ∃ криволинейный интеграл по АВ: 

 [𝛼𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝛽𝑔 𝑥, 𝑦 ] 𝑑𝑙

𝐴𝐵

= 𝛼  𝑓 𝑥, 𝑦  𝑑𝑙

𝐴𝐵

+ 𝛽  𝑔 𝑥, 𝑦  𝑑𝑙

𝐴𝐵

 

2°. Аддитивность. Если дуга АВ составлена из двух дуг АС и СВ, 

не имеющих общих внутренних точек, и если для  f(х, у)∃ 

криволинейный интеграл по дуге АВ, то для f(х, у)∃ 

криволинейный интеграл по  АС и СВ, причем 

 𝑓 𝑥, 𝑦  𝑑𝑙

𝐴𝐵

=  𝑓 𝑥, 𝑦  𝑑𝑙

𝐴𝐶

+  𝑓 𝑥, 𝑦  𝑑𝑙

𝐶𝐵

 

3°. Оценка модуля интеграла. Если ∃ криволинейный интеграл по 

кривой АВ от  f(х, у), то ∃ и криволинейный интеграл по кривой 

АВ от 𝑓 𝑥, 𝑦  , причем 

  𝑓 𝑥, 𝑦  𝑑𝑙

𝐴𝐵

 ≤   𝑓 𝑥, 𝑦   𝑑𝑙

𝐴𝐵

 

4°. Формула среднего значения. Если  f(х, у) непрерывна вдоль 

кривой АВ, то ∃ М ∇AB такая что 

 𝑓 𝑥, 𝑦  𝑑𝑙

𝐴𝐵

= 𝑙𝑓 𝑀 , где 𝑙 − длина   𝐴𝐵 

 

23. Понятие поверхности. Нормаль и касательная к поверх-

ности. Лемма о проекции окрестности точки на касательную. 

О1. Отображение fобласти G на плоскости на множество G* 3-

мерного пр-ва называется гомеоморфным, если это отобра-

жение осуществляет взаимно однозначное соответствие между 

точками G и G*, при котором каждая фундаментальная послед-

сть точек G переходит в фундаментальную послед-сть точек 

G* и, наоборот, каждая фундаментальная послед-сть точек G* 

является образом фундаментальной послед-сти точек G. 

О2. Отображение  fобласти G на G* называется локально 

гомеоморфным, если у каждой точки G есть окрестность, 

которая гомеоморфно отображается на свой образ.  

О3. Область G на плоскости Т называется элементарной, если 

эта область является образом открытого круга D при 

гомеоморфном отображении этого круга на плоскость Т. 

О4. Связная область G на плоскости Т называется простой, если 

∀ точка G имеет окрестность, являющуюся элементарной 

областью. 

О5.Множество точек Ф пр-ва называется поверхностью, если 

это мн-во является образом простой плоской области G при 

локально гомеоморфном отображении  f области G в пр-во Е
3
. 

Окрестность  точки М поверхности Ф - подмножество точек Ф, 

принадлежащее окрестности точки М в Е
3
. 

Пусть на плоскости  (и, v)задана простая  область G и для всех 

точек этой области определены 3 ф-и:  

𝑥 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 = 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 = 𝑧 𝑢, 𝑣 (𝟏) 

или 1 векторная ф-я𝐫 =  𝐫(𝑢, 𝑣)     (𝟏’) 
где 𝐫(𝑢, 𝑣) -вектор с компонентами 𝑥 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 = 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 =
𝑧 𝑢, 𝑣 . Пусть выполнены   требованияА: 

1) ф-и  (1) имеют в области Gнепрерывные частные производные 

1-го порядка по и иv; 

2)всюду в  GrangА = 2, где𝐴 =  

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑣

 (𝟐) 

Утв.При выполнении требований А множество Ф точек, 

определяемых уравнениями (1), представляет собой поверхность. 

Док-во. Пусть 𝑁0(𝑢0, 𝑣0) - ∀ точка G. Из А 1) =>ф-и (1) 

непрерывны => малая окрестность 𝑁0 отображается в малую 

окрестность 𝑀0(𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0), где 𝑥0 = 𝑥 𝑢0, 𝑣0 , 𝑦0 = 𝑦 𝑢0, 𝑣0 , 𝑧 =

𝑧 𝑢0, 𝑣0 .Из непрерывности ф-й (1) => разность  𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛 =

|𝑥 𝑁𝑛+𝑝 − 𝑥 𝑁𝑛 | можно сделать меньше ∀ε > 0 при 

𝜌 𝑁𝑛+𝑝 , 𝑁𝑛 < 𝛿 = 𝛿(𝜀)  =>  если 𝑁𝑛 (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) - фундаментальная 

послед-сть точек в малой окрестности 𝑀0, то послед-сть их 

образов 𝑀𝑛 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛 , 𝑧𝑛 ), где 𝑥𝑛 = 𝑥 𝑁𝑛 , 𝑦𝑛 = 𝑦 𝑁𝑛 , 𝑧𝑛 = 𝑧 𝑁𝑛  

также является фундаментальной в Ф. Т.к. в каждой 

𝑁0(𝑢0, 𝑣0)rangА = 2, то в 𝑁0∃хотя бы 1 минор 2-го порядка ≠ 0. 

Пусть  

 

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

 =
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑢, 𝑣)
≠ 0    в точке 𝑁0 

=>  и изА1):  для системы    
𝑥 𝑢, 𝑣 − 𝑥 = 0
𝑦 𝑢, 𝑣 − 𝑦 = 0

 (𝟑) 

вокрестности  𝑀0выполнены условияТо разрешимости системы 

функциональных  уравнений => (3) имеет в окрестности  𝑀0един-

ственное непрерывное и дифф-мое решение 
𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦 

𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦)
 (𝟒) 

=>∃ гомеоморфное отображение малой окрестности точки 𝑁0 ∇
𝐺на малую окрестность точки 𝑃0 (𝑥0, 𝑦0)плоскости Оху. (В одну 

сторону это отображение задается непрерывными ф-ями (4), а в 

другую сторону  - первыми двумя соотношениями (1), в которых 

𝑥 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 = 𝑦 𝑢, 𝑣 также непрерывны; непрерывность всех 

функций обеспечивает перевод фундаментальной послед-ти в 

окрестности одной из 𝑁0 или 𝑃0 в фундаментальную послед-сть в 

окрестности другой из этих точек.) Подставляя (4) в третью ф-ю 

(1), получим непрерывную в окрестности  𝑃0 (𝑥0, 𝑦0) ф-ю 

𝑧 = 𝑧 𝑢 𝑥, 𝑦 , 𝑣 𝑥, 𝑦  = 𝜑 𝑥, 𝑦 (𝟓) 

Она осуществляет гомеоморфное отображение малой окрестности 

𝑃0 (𝑥0, 𝑦0)плоскости Оху на малую окрестность 𝑀0(𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0) ∇ Ф. 

Т.к. суперпозиция гомеоморфных отображений - гомеоморфное 

отображение, то гомеоморфно  отображение малой окрестности 

точки 𝑁0 ∇ 𝐺на малую окрестность точки 𝑀0 ∇ Ф  => множество 

Ф точек, определяемых уравнениями (1), при выполнении 

требований А является поверхностью. 

З1. Поверхность Ф, определяемую уравнениями (1), при 

выполненииА1)  называют гладкой, а при выполнении А 2) -не 

имеющей особых точек. 

З2. Гладкая без особых точек поверхность в достаточно малой 

окрестности каждой из своих точек однозначно проектируется 

хотя бы на 1 из трех координатных плоскостей. 

Пусть поверхность Ф определяется уравнениями (1), для которых 

выполнены требования А. 

Геометрический смысл векторной ф-и𝐫(𝑢, 𝑣). Если фиксировать 

𝑣 = 𝑣0 = const из G, то 𝐫 = 𝐫(𝑢, 𝑣0)определяет кривую на Ф 

(координатную линию),  вектор 
𝜕𝐫

𝜕𝑢
(𝑢, 𝑣0)- касательный к этой 

линии. Аналогично при 𝑢 = 𝑢0 = const уравнение 𝐫 =

𝐫(𝑢0, 𝑣)определяет другую координатную линию,  вектор
𝜕𝐫

𝜕𝑣
(𝑢0 , 𝑣) 

- касательный к ней. Через  𝑀0(𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0), где 𝑥0 = 𝑥 𝑢0, 𝑣0 , 𝑦0 =
𝑦 𝑢0 , 𝑣0 , 𝑧 = 𝑧 𝑢0 , 𝑣0 , Проходят обе  линии. 

rangА = 2 =>  векторы  
𝜕𝐫

𝜕𝑢
(𝑢0 , 𝑣0)и  

𝝏𝐫

𝝏𝒗
(𝑢0 , 𝑣0)линейно независимы, 

т. е. неколлинеарны => они определяют плоскость,  каса-тельную 

к Ф в 𝑀0. Нормальный вектор этой касательной плоско-сти 

называется нормалью к Ф в  𝑀0 и определяется через 

векторное произведение ∶  𝐧 =
 
𝜕𝒓

𝜕𝑢
,
𝜕𝒓

𝜕𝑣
 

  
𝜕𝒓

𝜕𝑢
,
𝜕𝒓

𝜕𝑣
  

   (𝟔) 

𝐧 - вектор единичной нормали к  Ф. В силу требований, наложен-

ных на ф-и (1), 𝐧 непрерывен по и иvв некоторой окрестности ∀ 

точки Ф =>в окрестности ∀ точки гладкой поверхности без 

особых точек ∃ непрерывное векторное поле нормалей. 

Поверхности Ф, на которых в целом существует непрерывное 

поле нормалей,  называются двусторонними.Поверхность Ф 

называется полной, если ∀ фундаментальная послед-сть точек 

этой поверхности  сходится  к  точке этой  поверхности. 

Поверхность Ф называется ограниченной, если существует 3-мер-

ный шар, содержащий все точки этой поверхности. 

Л1. Если Ф - гладкая поверхность и 𝑀0 -не особая ее точка, то 

достаточно малая окрестность точки 𝑀0 однозначно 

проектируется на касательную плоскость, проходящую через ∀ 

точку этой окрестности. 

Док-во. Пусть для окрестности Ф  точки 𝑀0: 1) нормаль в преде-

лах этой окрестности составляет с нормалью в  𝑀0угол <𝜋/4,  

2) окрестность Ф  однозначно проектируется на некоторый круг в 

одной из координатных плоскостей (напр., Оху). Такую окрест-

ность Ф  можно выбрать, т.к.  установлено существование окрест-

ности𝑀0со свойствами: 1) в этой окрестности ∃  непрерывное 

векторное поле нормалей; 2) она однозначно проектируется на 

одну из координатных плоскостей (=> есть часть, проектирую-

щаяся на некоторый круг в координатной плоскости). 

∀ 2 нормали к точкам Ф  составляют угол <𝜋/2.  

Пусть окрестность Ф  не проектируется однозначно на 

касательную плоскость, проходящую через некоторую  𝑀 ∇ Ф  => 

в Ф  найдутся точки Ри Q : хорда  PQ∥ нормали к Ф в точке М. 

Рассмотрим линию пересечения Ф  с плоскостью, параллельной 

оси Оzи проходящей через PQ (предполагаем, что Ф  однозначно 

проектируется на Оху). На этой линии по Т. Лагранжа ∃ точка N, 

касательная в которой ∥ хорде PQ => параллельна нормали в 

точке М => нормали в  М и N составляют угол 𝜋/2, что 

противоречит выбору Ф . • 
Участок поверхности имеет размеры меньше δ (δ > 0), если он 

лежит внутри шара радиуса δ/2. 

Л2. Для гладкой ограниченной полной поверхности Ф без особых 

точек ∃δ> 0 такое, что ∀ участок Ф, размеры которого <δ, 

однозначно проектируется  а) на 1 из координатных плоскостей, 

б) на касательную плоскость, проходящую через ∀ точку этого 

участка. 

Док-во. Из З2 и Л1 => для ∀ точки поверхности Ф ∃ достаточно 

малая окрестность Ф , которая однозначно проектируется а) на 1 

из координатных плоскостей, б) на касательную плоскость, 

проходящую через ∀ точку Ф . Пусть утверждение Л2 неверно, т. 

е. ∄ такого δ > 0 => для ∀𝛿𝑛 = 1/𝑛 (n= 1, 2, ...) ∀ участок Ф 𝑛име-

ющий размеры <𝛿𝑛  и не проектирующийся однозначно либо на 1 

из координатных плоскостей, либо на касательную плоскость, 

проходящую через некоторую  𝑀𝑛 ∇ Ф 𝑛  . Выберем в каждой части 

Ф 𝑛   точку 𝑀 𝑛 и выделим из {𝑀 𝑛 }точек ограниченной полной 

поверхности Ф подпосл-сть{𝑀 𝑘𝑛
}, сходящуюся к некот.𝑀0 ∇ Ф. 

В силу З2 и Л1 ∃ достаточно малая окрестность Ф  точки 𝑀0, 

которая однозначно проектируется на 1 из координатных 

плоскостей и на касательную плоскость, проходящую через ∀ 

точку Ф .  Все Ф 𝑘𝑛
,начиная  с некоторого  𝑘𝑛  ,попадут внутрь  Ф , а 

это противоречит  выбору  Ф 𝑛  . • 

Л3. Пусть Ф - гладкая без особых точек двусторонняя полная 

ограниченная поверхность, определяемая уравнениями (1). Тогда 

для ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что для каждого участка поверхности 

Ф, имеющего размеры <δ, угол γмежду двумя ∀ нормалями к 

точкам этого участка удовлетворяет условию   cos 𝛾 = 1 − 𝛼 ,  
где 0 ≤ α<ε. 

Док-во. Ф двусторонняя => поле нормалей непрерывно => 

равномерно непрерывно на всей Ф => для ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : для 

∀𝑀1и 𝑀2, для которых 𝜌 𝑀1 , 𝑀2 < 𝛿 , справедливо неравенство 

 𝐧 𝑀2 −  𝐧 𝑀1  <  2𝜀   (𝟖) 

(𝐧 - вектор единичной нормали). Т.к.  cos 𝛾 = (𝐧 𝑀1 , 𝐧 𝑀2 ), а  

α =
1

2
 𝐧 𝑀2 −  𝐧 𝑀1  

2
= 

=
1

2
 𝐧 𝑀1  

2 +
1

2
 𝐧 𝑀2  

2 −  𝐧 𝑀1 , 𝐧 𝑀2  = 1 − cos 𝛾 

то  cos 𝛾 = 1 − 𝛼и для 𝛼 в силу  8 : 0 ≤ 𝛼 <
1

2
  2𝜀 

2
= 𝜀 

24. Площадь поверхности. Квадрируемость поверхности. 

Пусть Ф - поверхность, определяемая уравнениями 𝑥 =
𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 = 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 = 𝑧 𝑢, 𝑣 (𝟏) 

Пусть выполнены  требованияА: 

1) ф-и  (1) имеют в области Gнепрерывные частные производные 

1-го порядка по и иv; 

2)всюду в  GrangА = 2, где   𝐴 =  

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑣

  

Поверхность Ф, определяемую уравнениями (1), при 

выполненииА1)  называют гладкой, а при выполнении А 2) -не 

имеющей особых точек. 

Поверхности Ф, на которых в целом существует непрерывное 

поле нормалей,  называются двусторонними. 

Поверхность Ф называется полной, если любая фундаментальная 

послед-сть точек этой поверхности  сходится  к  точке этой  

поверхности. 

Поверхность Ф называется ограниченной, если существует 3-мер-

ный шар, содержащий все точки этой поверхности. 

Пусть Ф - гладкая без особых точек ограниченная полная 

двусторонняя поверхность. С помощью гладких кривых разобьем 

Ф на конечное число не имеющих общих внутренних точек 

гладких участков Ф𝑖, имеющих размер < δ, где δ достаточно мало 

и определяется условиями Л*. Пусть диаметр разбиения Δ - 

максимальный из размеров  Ф𝑖 . На каждом  Ф𝑖 выберем ∀𝑀𝑖  и 

спроектируем Ф𝑖  на касательную плоскость, проходящую через  

𝑀𝑖 . Пусть 𝜍𝑖  -  площадь проекции Ф𝑖 на эту касательную  

плоскость.  Составим  сумму  площадей  проекций  всех участков 

 𝜍𝑖

𝑖

(𝟐) 

О1. Число 𝜍называется пределом сумм(2) при ∆→ 0, если для 

∀ε > 0 ∃δ> 0 такое, что для всех разбиений Ф гладкими кривыми 

на конечное число частейФ𝑖для которых∆< 𝛿, независимо от 

выбора 𝑀𝑖  на частях Ф𝑖выполняется неравенство 

  𝜍𝑖

𝑖

− 𝜍 < 𝜀 

О2. Если для поверхности Ф ∃предел 𝜍сумм (2) при ∆→ 0, то 

поверхность Ф называется квадрируемой, а число 𝜍называется 

ее площадью. 

Т1. Гладкая ограниченная полная двусторонняя поверхность Ф 

без особых точек, определяемая уравнениями (1), квадрируема, и 

для ее площади 𝜍 справедливо равенство 

𝜍 =    
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺

𝑑𝑢𝑑𝑣   (𝟑) 

Док-во. При условиях Т подынтегральная функция в (3) 

непрерывна в G и интеграл (3) ∃. 

Фиксируем ∀ ε > 0 и по нему δ > 0 такое, что выполнены условия: 

1) ∀ часть Ф𝑖 поверхности Ф, размеры которой < δ, однозначно  

проектируется   на   касательную  плоскость,  проходящую через 

∀ точку Ф𝑖; 

2) косинус угла γмежду двумя  нормалями  каждого участка Ф𝑖 

размера < δ, представим в виде cos 𝛾 = 1 − 𝛼𝑖 , где 𝛼𝑖 < 𝜀/𝜍 и 

𝛼𝑖  ≤ 1  (𝜍 - величина (3)). 

Такой выбор δ > 0 возможен в силу Л* и Л**. 

Разобьем с помощью гладких кривых поверхность Ф на не имею-

щие общих внутренних точек частичные участки Ф𝑖 размера < δ и, 

выбрав на каждом  Ф𝑖∀𝑀𝑖 ,спроектируем Ф𝑖 на касательную плос-

кость в точке 𝑀𝑖 . Обозначим через 𝜍𝑖площадь проекции и соста-

вим сумму (2). 

Для вычисления 𝜍𝑖  используем формулу замены переменных в 

двойном интеграле. Выберем декартову систему координат: ее 

начало совпадает с 𝑀𝑖 , ось Оzнаправлена по вектору нормали к 

поверхности в 𝑀𝑖 ,  Ох и Оурасположены в касательной плоскости 

в точке 𝑀𝑖 . В этой системе Ф определяется уравнениями (1), 

вектор нормали  
𝜕𝒓

𝜕𝑢
,
𝜕𝒓

𝜕𝑣
  имеет координаты {А, В, С}, где 

𝐴 =  

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑣

 ,     𝐵 =  

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

 , 𝐶 =  

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

  

Косинус угла 𝛾𝑀между нормалью в точке М участка Ф𝑖 и  Оz: 

cos 𝛾𝑀 =  𝐶

  
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

 

𝑀

(𝟒) 

Для точек  Ф𝑖, в силу выбора δ и ориентации оси Оz, С> 0. Угол 

𝛾𝑀  является углом между нормалями в точках М и 𝑀𝑖участка Ф𝑖 

=> для него справедливо представление cos 𝛾𝑀 = 1 − 𝛼𝑖 . 

Если части Ф𝑖 отвечает часть 𝐺𝑖  простой плоской области G, то, 

используя формулу для площади плоской области при переходе 

от координат (х, у)к координатам (и, v)с помощью соотношений 

𝑥 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 = 𝑦 𝑢, 𝑣 ,получим 

т. к.  𝐶 =
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑢, 𝑣)
> 0 , то  𝜍𝑖 =  

𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑢, 𝑣)𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣   (𝟓) 

=> из (4) и (5)  

𝜍𝑖 =  cos 𝛾𝑀   
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣   (𝟔) 

Применяя к (6) формулу среднего значения*** : 

𝜍𝑖 = cos 𝛾𝑀𝑖
∗    

𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣    (𝟕) 

где 𝑀𝑖
∗ - некоторая точка  Ф𝑖. Заменив cos 𝛾𝑀𝑖

∗  в  (7) : 

𝜍𝑖 = (1 − 𝛼𝑖)    
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣    (𝟖) 

Просуммируем (8) по i, учитывая 

    
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑖

=    
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺

𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝜍    

=>  𝜍𝑖

𝑖

= 𝜍  𝛼𝑖

𝑖

   
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣  

=> используя оценку для 𝛼𝑖 : 

  𝜍𝑖

𝑖

− 𝜍 ≤   𝛼𝑖  

𝑖

   
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣

<
𝜀

𝜍
    

𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑖

=
𝜀

𝜍
𝜍 = 𝜀 

З1. Формула (3) инвариантна относительно выбора осей 

координат. 

З2. В общем случае согласно Л*поверхность Ф можно разбить на 

конечное число частей, каждая из которых определяется своими 

уравнениями (1) => площадь поверхности можно определить как 

сумму площадей этих частей. Площадь каждой части можно 

вычислть по формуле  => 

Т1*. Гладкая ограниченная полная двусторонняя поверхность без 

особых точек квадрируема. 

З3. Если Ф кусочно гладкая, т. е. составлена из конечного числа 

гладких ограниченных полных двусторонних поверхностей, то Ф 

квадрируема и ее площадь можно определить как сумму 

площадей составляющих ее поверхностей. 

З4.  Если обозначить 

 
𝜕𝐫

𝜕𝑢
 

2

=  
𝜕𝐫

𝜕𝑢
 

2

= 𝐸,  
𝜕𝐫

𝜕𝑣
 

2

=  
𝜕𝐫

𝜕𝑣
 

2

= 𝐷,    
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
 = 𝐹 

то, т.к. для ∀ векторов а и b :  𝐚, 𝐛  2 + (𝐚, 𝐛)2 =  𝐚 2 ∙  𝐛 2, 

получим 

  
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  =  𝑬𝑫 − 𝑭𝟐 

=>  3 :      𝜍 =   𝑬𝑫 − 𝑭𝟐

𝐺

𝑑𝑢𝑑𝑣    

З5. Св-во аддитивности: если Ф разбита кусочно гладкой кривой 

на части Ф1 и Ф2, не имеющие общих внутренних точек, то 

площадь Ф равна сумме площадей Ф1 и Ф2. Вытекает из 

представления площади поверхности с помощью интеграла и 

аддитивного св-ва интеграла. 

 

*: Для гладкой ограниченной полной поверхности Ф без особых 

точек ∃δ> 0 такое, что ∀ участок Ф, размеры которого <δ, 

однозначно проектируется  а) на 1 из координатных плоскостей, 

б) на касательную плоскость, проходящую через ∀ точку этого 

участка. 

**: Пусть Ф - гладкая без особых точек двусторонняя полная 

ограниченная поверхность, определяемая уравнениями (1). Тогда 

для ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что для каждого участка поверхности 

Ф, имеющего размеры <δ, угол γмежду двумя ∀ нормалями к 

точкам этого участка удовлетворяет условию   cos 𝛾 = 1 − 𝛼 ,  
где 0 ≤ α<ε. 

***: Если f(х, у)  и  g(х, у)  интегрируемы в области D,  g(х, у) ≥ 

0(≤ 0) всюду в D, 

𝑀 = sup
𝐷

𝑓 𝑥, 𝑦 ,   𝑚 = inf
𝐷

𝑓 𝑥, 𝑦  

то ∃ 𝜇 ∇  𝑚, 𝑀   такое, что: 

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑔 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

= 𝜇  𝑔 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷

 

Если при этом f(х, у)  непрерывна в D, а область D связна, то в 

D∃  𝜉, 𝜂 :  𝜇 = 𝑓(𝜉, 𝜂). 

 



25. Поверхностные интегралы первого и второго рода. 

Пусть Ф - поверхность, определяемая уравнениями 

𝑥 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 = 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 = 𝑧 𝑢, 𝑣 (𝟏) 

Пусть выполнены  требованияА: 

1) ф-и  (1) имеют в области Gнепрерывные частные производные 1-го 

порядка по и иv; 

2)всюду в  GrangА = 2, где   𝐴 =  

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑣

  

Поверхность Ф, определяемую уравнениями (1), при выполненииА1)  

называют гладкой, а при выполнении А 2) -не имеющей особых 

точек. 

Поверхности Ф, на которых в целом существует непрерывное поле 

нормалей,  называются двусторонними. 

Поверхность Ф называется полной, если любая фундаментальная 

послед-сть точек этой поверхности  сходится  к  точке этой  поверх-

ности. 

Поверхность Ф называется ограниченной, если существует 3-мерный 

шар, содержащий все точки этой поверхности. 

Пусть Ф - гладкая без особых точек ограниченная полная 

двусторонняя поверхность, определяемая уравнениями (1) в области 

G. Пусть на Ф определены 4 функции:  f(х, у, z), Р(х, у, z), Q(х, у, z),R(х, 

у, z), непрерывные (=> равномерно непрерывные) на множестве точек 

Ф. Разобьем  Ф при помощи гладких или кусочно гладких кривых на 

конечное число частичных поверхностей Ф𝑖 , пусть диаметр разбиения 

Δ - максимальный размер Ф𝑖 . Выберем на каждой Ф𝑖∀ 𝑀𝑖 

Пусть n(𝑀𝑖 ) - единичная нормаль в точке 𝑀𝑖 ,  cos 𝑋𝑖 , cos 𝑌𝑖 , cos 𝑍𝑖 - ее 

направляющие косинусы). Пусть  𝜍𝑖  - площадь  Ф𝑖: 

𝜍𝑖 =    
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
  

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣    

Если обозначить    
𝜕𝐫

𝜕𝑢
 

2

=  
𝜕𝐫

𝜕𝑢
 

2

= 𝐸,   

 
𝜕𝐫

𝜕𝑣
 

2

=  
𝜕𝐫

𝜕𝑣
 

2

= 𝐷,    
𝜕𝐫

𝜕𝑢
,
𝜕𝐫

𝜕𝑣
 = 𝐹 

то     𝜍𝑖 =   𝐸𝐷 − 𝐹2

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣    

где 𝐺𝑖  - подобласть G, образом которой является Ф𝑖.  Составим 4 

суммы: 

Σ1 =  𝑓 𝑀𝑖 

𝑖

𝜍𝑖 𝟐
𝟏  

Σ2 =  𝑃 𝑀𝑖 

𝑖

𝜍𝑖 cos 𝑋𝑖  𝟐
𝟐  

Σ3 =  𝑄(𝑀𝑖)

𝑖

𝜍𝑖 cos 𝑌𝑖 (𝟐𝟑) 

Σ4 =  𝑅(𝑀𝑖)

𝑖

𝜍𝑖 cos 𝑍𝑖 (𝟐𝟒) 

О1. Число 𝐼𝑘(k= 1, 2, 3, 4) называется пределом сумм Σ𝑘  при ∆→ 0, 

еслидля ∀ε > 0 ∃δ = δ(Δ) > 0 такое, что при∆< 𝛿(независимо от 

выбора 𝑀𝑖 ∇ Ф𝑖) выполняется   Σ𝑘 − 𝐼𝑘  < 𝜀 

О2. Если при∆→ 0∃ предел сумм Σ1 , то этот предел называется 

поверхностным интегралом 1-го рода от  f(х, у, z)поповерхности Ф:   

𝐼1 =  𝑓(𝑀)
Ф

𝑑𝜍     𝟑𝟏  

О2*. Если при∆→ 0∃ пределы сумм Σ𝑘 , где k = 2,3, 4, то эти пределы 

называются поверхностными интегралами 2-го рода: 

𝐼2 =  𝑃 𝑀 cos 𝑋
Ф

𝑑𝜍     𝟑𝟐  

𝐼3 =  𝑄(𝑀) cos 𝑌
Ф

𝑑𝜍     𝟑𝟑  

𝐼4 =  𝑅(𝑀) cos 𝑍
Ф

𝑑𝜍     𝟑𝟒  

Сумма (3
2
) - (3

4
) называется общим поверхностным интегралом 2-го 

рода : 

 (𝐀, 𝐧)
Ф

𝑑𝜍     𝟑𝟓  

где А = А(х, у, z)  - вектор с компонентами Р(х, у, z), Q(х, у, z),R(х, у, z),   

n={соs Х, соsY, соsZ} - вектор единичной нормали к поверхности Ф. 

Изопределений => 

1) поверхностный интеграл 1-го рода не зависит от выбора стороны 

поверхности и не меняется при изменении  направления нормали на 

противоположное,  2-го рода меняют знак; 

2) интеграл 1-го рода  (3
1
)  и общий интеграл 2-го рода  (3

5
)  не зависят 

от выбора системы координат и инвариантны относительно перехода к 

новым координатам; 

3) каждый из интегралов 2-го рода (3
2
) - (3

4
) сводится к 

поверхностному интегралу 1-го рода (3
1
): взять в интеграле 1-го рода  

f(М)соответственно  равной  𝑃 𝑀 cos 𝑋 , 𝑄(𝑀) cos 𝑌 и 𝑅(𝑀) cos 𝑍, 

причем если Р, QиRявляются непрерывными на Ф, то и  f окажется 

непрерывной вдоль Ф. 

Т. Если Ф гладкая двусторонняя полная ограниченная поверхность без 

особых точек, задаваемая уравнениями (1), а функция f(х, у, z)[Р(х, у, 

z), Q(х, у, z),R(х, у, z)] непрерывна вдоль Ф, то поверхностный ин-

теграл (3
1
) [(3

2
) - (3

4
)] ∃ и сводится к обычному двойному интегралу:  

 𝑓(𝑀)
Ф

𝑑𝜍 =  𝑓 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣   𝐸𝐷 − 𝐹2  𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐺

(𝟒𝟏) 

[   𝑃 𝑀 cos 𝑋
Ф

𝑑𝜍 =  𝑃 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣  ×
𝐺

 𝟒𝟐  

× cos 𝑋  𝐸𝐷 − 𝐹2  𝑑𝑢𝑑𝑣  

 𝑄 𝑀 cos 𝑌
Ф

𝑑𝜍 =  𝑄 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣  ×
𝐺

 𝟒𝟑  

× cos 𝑌  𝐸𝐷 − 𝐹2  𝑑𝑢𝑑𝑣  

 𝑅 𝑀 cos 𝑍
Ф

𝑑𝜍 =  𝑅 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣  ×
𝐺

 𝟒𝟒  

× cos 𝑍  𝐸𝐷 − 𝐹2  𝑑𝑢𝑑𝑣 

Док-во. Достаточно док-ть  только для (3
1
) и  (4

1
), т.к. все интегралы 2-

го рода сводятся к этому интегралу. Интеграл в правой части (4
1
) 

(обозначим его 𝐼1), существует (т.к. подынтегральная функция 

непрерывна) => достаточно доказать, что предел сумм (2
1
) при 

диаметре разбиения ∆→ 0∃  и = 𝐼1. Фиксируем ∀ ε > 0 и оценим 

разность 

Σ1 − 𝐼1 =  𝑓 𝑀𝑖 

𝑖

𝜍𝑖 −   𝑓 𝑀  𝐸𝐷 − 𝐹2

𝐺𝑖𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣 = 

=  𝑓 𝑀𝑖   𝐸𝐷 − 𝐹2

𝐺𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑖

−   𝑓 𝑀  𝐸𝐷 − 𝐹2

𝐺𝑖𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣 = 

=    𝑓 𝑀𝑖 − 𝑓 𝑀   𝐸𝐷 − 𝐹2

𝐺𝑖𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣    (𝟓) 

Т.к.  f(М)равномерно непрерывна на Ф, то для этого ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 

: при 𝜌 𝑀, 𝑀𝑖 < 𝛿 : 

 𝑓 𝑀 − 𝑓 𝑀𝑖  <
𝜀

𝜍
(𝟔) 

где 𝜍 - площадь поверхности Ф. Из (5), (6) => 

 Σ1 − 𝐼1 ≤
𝜀

𝜍
   𝐸𝐷 − 𝐹2

𝐺𝑖𝑖

𝑑𝑢𝑑𝑣 =
𝜀

𝜍
  𝐸𝐷 − 𝐹2

𝐺

𝑑𝑢𝑑𝑣 = 

=
𝜀

𝜍
𝜍 = 𝜀     

при Δ <δ =>∃ равный 𝐼1 предел сумм Σ1 при ∆→ 0.  

26. Преобразование базисов. Инварианты линейного оператора. 

Разложение вектора 𝐚 по базису  e1 , e2 , … , e𝑛  пр-ва 𝐸𝑛(𝑎𝑖  -коэфф-ты ): 

𝐚 =  𝑎𝑖𝐞𝑖

𝑛

𝑖

= 𝑎𝑖𝐞𝑖  

Пусть 𝐞𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛 - базис в n-мерном пространстве 𝐸𝑛 . 𝐞𝑖  - линейно 

независимые векторы. 

О.Базис 𝐞𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛- биортогональный к базису 𝐞𝑖  ,если  

 𝐞𝑖  , 𝐞
𝑗  = 𝛿𝑖

𝑗
=  

1, 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛 

Утв. Для∀ базиса 𝐞𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛пр-ва 𝐸𝑛∃ !биортогональный базис 

𝐞𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛. 

Док-во. Пусть 𝑀𝑖  - линейн. оболочка  век-в 𝐞1 , 𝐞2 , … , 𝐞𝑖−1, 𝐞𝑖+1, … , 𝐞𝑛 . 

Взяв из ортогонального дополнения к 𝑀𝑖  вектор 𝐞𝑖 , нормированный 

условием   𝐞𝑖 , 𝐞
𝑖 = 1,  найдем  𝐞𝑖 , 𝐞

𝑗  = 𝛿𝑖
𝑗
,   𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. Векторы 𝐞𝑗  

также образуют базис 𝐸𝑛 . Если бы это было не так, то нашелся бы 

вектор из 𝐸𝑛 , который неоднозначно разлагался бы по системе 𝐞𝑗 , т. 

е. нулевой вектор имел бы разложение по базису с коэффициентами, 

не равными одновременно 0 => некоторый вектор 𝐞𝑘  из системы 𝐞𝑗  

принадлежал бы линейной оболочке 𝑀𝑘векторов 𝐞1 , … 𝐞𝑘−1, 𝐞𝑘+1 , … 𝐞𝑛  

=>𝐞𝑘 ⊥ 𝐞𝑘  (т.к.  𝐞𝑘 , 𝐞𝑝 = 0при𝑘 ≠ 𝑝). Но этого не может быть, т.к. по 

построению  𝐞𝑘 , 𝐞𝑘 = 1.Т.о., к произвольному базису 𝐞𝑖  построен 

биортогональный базис 𝐞𝑗 , причем все векторы этого базиса 

определяются единственным образом: если бы был  еще 1 биорто-

гональный базис 𝐞 𝑗 , то   𝐞𝑖 , 𝐞
𝑗 − 𝐞 𝑗  = 0 для всех 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛 =>𝐞𝑗 = 𝐞 𝑗 , 

т.к. если некоторый вектор ортогонален всем векторам базиса, то он 

ортогонален и самому себе => является нулевым вектором. ∎ 

Рассмотрим переход от биортогональных базисов 𝐞𝑖 , 𝐞
𝑖  к новым 

биортогональным базисам 𝐞𝑖 ′ , 𝐞
𝑖 ′ . Разложения базисных векторов: 

𝐞𝑖 ′ = 𝑏𝑖 ′
𝑖 𝐞𝑖𝐞𝑖 = 𝑏𝑖

𝑖 ′ 𝐞𝑖 ′  ,    𝑖, 𝑖′ = 1, 𝑛 𝟏  

𝐞𝑖 ′ = 𝑏 𝑖
𝑖 ′ 𝐞𝑖𝐞𝑖 = 𝑏 𝑖 ′

𝑖 𝐞𝑖 ′ , 𝑖, 𝑖′ = 1, 𝑛 𝟐  

(𝑏𝑖 ′
𝑖 ), (𝑏𝑖

𝑖 ′ )  - матрицы прямого и обратного перехода от 𝐞𝑖  к 𝐞𝑖 ′  , (𝑏 𝑖
𝑖 ′ )и 

(𝑏 𝑖 ′
𝑖 ) - от  𝐞𝑖  к 𝐞𝑖 ′ .(1) , (2) -  формулы перехода от старых базисов  к 

новым и обратно.Преобразования (1) взаимно обратны => (𝑏𝑖 ′
𝑖 ) и (𝑏𝑖

𝑖 ′ )  

взаимно обратны:  умножив 1-ое из (1) скалярно на𝐞𝑗 ′
, а 2-ое - на 𝐞𝑗 , 

получим, учитывая биортогональность базисов:  

𝛿
𝑖 ′
𝑗 ′

= 𝑏𝑖 ′
𝑖  𝐞𝑖 , 𝐞

𝑗 ′
 , 𝛿𝑖

𝑗
= 𝑏𝑖

𝑖 ′ (𝐞𝑖 ′ , 𝐞
𝑗 ) 

Но из (1) => 𝐞𝑖 , 𝐞
𝑗 ′
 = 𝑏𝑖

𝑖 ′ 𝛿
𝑖 ′
𝑗 ′

= 𝑏𝑖
𝑗 ′

 𝐞𝑖 ′ , 𝐞
𝑗  = 𝑏𝑖 ′

𝑖 𝛿𝑖
𝑗

=  𝑏
𝑖 ′
𝑗
(𝟑) 

=>𝛿
𝑖 ′
𝑗 ′

= 𝑏𝑖 ′
𝑖 𝑏𝑖

𝑗 ′

, 𝛿𝑖
𝑗

= 𝑏𝑖
𝑖 ′ 𝑏

𝑖 ′
𝑗
,  т. е. матрицы(𝑏𝑖 ′

𝑖 )и  (𝑏𝑖
𝑖 ′ )взаимно 

обратны.Аналогично(𝑏 𝑖 ′
𝑖 )и (𝑏 𝑖

𝑖 ′ )взаимно обратны. 

Утв. Мат-а(𝑏𝑖 ′
𝑖 ) совпадает с (𝑏 𝑖 ′

𝑖 ),мат-ца(𝑏𝑖
𝑖 ′ ) совпадает с (𝑏 𝑖

𝑖 ′ ). 

Док-во. Т.к. (𝑏𝑖 ′
𝑖 )и (𝑏𝑖

𝑖 ′ )взаимно обратны и (𝑏 𝑖 ′
𝑖 )и  𝑏 𝑖

𝑖 ′   тоже, 

достаточно доказать   𝑏𝑖 ′
𝑖  = (𝑏 𝑖 ′

𝑖 ). 

 Из  3 => 𝑏𝑖 ′
𝑖 =  𝐞𝑖 ′ , 𝐞

𝑖 

Из (2)  => 𝑏 𝑖 ′
𝑖 =  𝐞𝑖 ′ , 𝐞

𝑖 
  => 𝑏𝑖 ′

𝑖 = 𝑏 𝑖 ′
𝑖  

Сл.Для перехода от базисов 𝐞𝑖 , 𝐞
𝑖к базисам 𝐞𝑖 ′ , 𝐞

𝑖 ′ достаточно знать 

только матрицу (𝑏𝑖 ′
𝑖 ) перехода от𝐞𝑖к 𝐞𝑖 (матрица (𝑏𝑖

𝑖 ′ )  является 

обратной к (𝑏𝑖 ′
𝑖 ) и вычисляется по ней) => 

формулы преобразования базисов:  
𝐞𝑖 ′ = 𝑏𝑖 ′

𝑖 𝐞𝑖𝐞𝑖 = 𝑏𝑖
𝑖 ′ 𝐞𝑖 ′

𝐞𝑖 ′ = 𝑏𝑖
𝑖 ′ 𝐞𝑖𝐞𝑖 = 𝑏𝑖 ′

𝑖 𝐞𝑖 ′
 (𝟓) 

Пусть 𝐞𝑖  и 𝐞𝑗  - биортогональн. базисы, а - ∀ вектор => разложения а 

:𝐚 = 𝑎𝑖𝐞𝑖 , 𝐚 = 𝑎𝑖𝐞
𝑖(𝟔) 

Умножим 1-ое из (6) скалярно на 𝐞𝑗 , а 2-ое - на 𝐞𝑗  : 

𝑎𝑗 =  𝐚, 𝐞𝑗  , 𝑎𝑗 =  𝐚, 𝐞𝑗  , 𝑗 = 1, 𝑛(𝟕) 

=> 𝐚 =  𝐚, 𝐞𝑖 𝐞𝑖 , 𝐚 =  𝐚, 𝐞𝑖 𝐞
𝑖(𝟖) 

Подставим в 1-ое (8) вместо  а вектор 𝐞𝑗 , а во 2-ое - вектор 𝐞𝑗   : 

𝐞𝑗 =  𝐞𝑗 , 𝐞𝑖 𝐞𝑖 = 𝑔𝑗𝑖𝐞𝑖 , 𝐞𝑗 =  𝐞𝑗 , 𝐞𝑖 𝐞
𝑖 = 𝑔𝑗𝑖𝐞

𝑖(𝟗) 

где  𝑔𝑗𝑖 =  𝐞𝑗 , 𝐞𝑖 , 𝑔𝑗𝑖 =  𝐞𝑗 , 𝐞𝑖  

Умножим 1-ое из (9) скалярно на 𝐞𝑘  ,  а 2-ое - на 𝐞𝑘  : 

𝑔𝑗𝑖𝑔𝑖𝑘 =  𝛿𝑘
𝑗
𝑔𝑗𝑖𝑔

𝑖𝑘 =  𝛿𝑗
𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛 

т. е. матрицы(𝑔𝑗𝑖 )и (𝑔𝑗𝑖 ) взаимно обратны и по построению в силу 

симметрии скалярного произведения симметричны. 

Если 𝐞𝑖  - старый базис,  𝐞𝑖 ′  - новый, 𝐞𝑖  и 𝐞𝑖 ′  - биортогональные к ним 

базисы и если 𝐚 = 𝑎𝑖 ′ 𝐞
𝑖 ′ , то из (7) =>𝑎𝑖 ′ =  𝐚, 𝐞𝑖 ′  . Подставим в 

правую часть  вместо𝐞𝑖 ′ его выражение из (5) : 

𝑎𝑖 ′ =  𝐚, 𝑏𝑖 ′
𝑖 𝐞𝑖 = 𝑏𝑖 ′

𝑖  𝐚, 𝐞𝑖 = 𝑏𝑖 ′
𝑖 𝑎𝑖  

=> координаты   𝑎𝑖 ′ вектора а, разложенного по базису 𝐞𝑖 ′   

(биортогональному к𝐞𝑖 ′ ),в новом базисе  𝐞𝑖 ′  имеют вид    

𝑎𝑖 ′ = 𝑏𝑖 ′
𝑖 𝑎𝑖(𝟏𝟎) 

(𝑏𝑖 ′
𝑖 ) -  матрица прямого перехода от старого  𝐞𝑖  к базису  𝐞𝑖 ′  ,𝑎𝑖  -  

координаты  а в  разложении по биортогональному базису 𝐞𝑖 :  

𝐚 = 𝑎𝑖𝐞
𝑖 . 

Т.о., координаты а, при переходе от старого базиса 𝐞𝑖  к новому 𝐞𝑖 ′  

преобразуются с помощью(𝑏𝑖 ′
𝑖 ) - матрицы перехода от старого базиса 

к новому по формуле (10) => координаты 𝑎𝑖преобразуются «согласо-

ванно», и эти координаты называются ковариантными  координатами 

вектора а. 

Если согласно  (7) записать  𝑎𝑖 ′ =  𝐚, 𝐞𝑖 ′    и подставить вместо𝐞𝑖 ′ его 

выражение из (5), то 

𝑎𝑖 ′ =  𝐚, 𝑏𝑖
𝑖 ′ 𝐞𝑖 = 𝑏𝑖

𝑖 ′  𝐚, 𝐞𝑖 = 𝑏𝑖
𝑖 ′ 𝑎𝑖(𝟏𝟏) 

Из (11) => при переходе к новому базису координаты 𝑎𝑖в разложении 

вектораа по старому базису 𝐞𝑖   (𝐚 = 𝑎𝑖𝐞𝑖 ) преобразуются с помощью 

матрицы (𝑏𝑖
𝑖 ′ )перехода от нового базиса к старому => координаты 

𝑎𝑖преобразуются «несогласованно», и эти координаты - 

контравариантные  координаты вектора 𝐚. 

Рассмотрим ∀ЛОА в пр-ве 𝐸3. Пусть 𝐞𝑖  и 𝐞𝑖  - биортогональные 

базисы в 𝐸3. Докажем  соотношения, справедливые для ЛО А: 

1)  𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 = (𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖); 

2) 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖 = 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖  (векторное). 

1) Из  (9)  =>𝐞𝑖 = 𝑔𝑖𝑘𝐞𝑘 , 𝐞𝑖 = 𝑔𝑖𝑝𝐞
𝑝 => (т.к. (𝑔𝑖𝑝)и  (𝑔𝑖𝑘) взаимно 

обратны и симметричны) 

 𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 =  𝑔𝑖𝑝𝐞
𝑝 , 𝐴𝑔𝑖𝑘𝐞𝑘 = 𝑔𝑖𝑝𝑔

𝑖𝑘 𝐞𝑝 , 𝐴𝐞𝑘 = 

= 𝛿𝑝
𝑘 𝐞𝑝 , 𝐴𝐞𝑘 =  𝐞𝑘 , 𝐴𝐞𝑘 = (𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖) 

2) Ан-но, 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖 = 𝑔𝑖𝑝𝐞
𝑝 × 𝐴𝑔𝑖𝑘𝐞𝑘 = 𝑔𝑖𝑝𝑔

𝑖𝑘𝐞𝑝 × 𝐴𝐞𝑘 = 

= 𝛿𝑝
𝑘𝐞𝑝 × 𝐴𝐞𝑘 = 𝐞𝑘 × 𝐴𝐞𝑘 = 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖 

Некоторое выражение называется инвариантом , если оно не меня-

ется при преобразовании базиса пр-ва (напр., скалярное произведение 

двух векторов). Пусть 𝐞𝑖  и 𝐞𝑖  - биортогональные базисы в 𝐸3. 

У1. Величина  𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 (или ей равная(𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖) ) - инвариант. 

Док-во. Надо показать, что если перейти к другому базису 𝐞𝑖 ′ (𝐞
𝑖 ′  - 

биортогональный базис к𝐞𝑖 ′ ), то будет выполнено равенство  

 𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 = (𝐞𝑖 ′ , 𝐴𝐞𝑖 ′ ). 

Из (5) =>𝐞𝑖 = 𝑏𝑖
𝑖 ′ 𝐞𝑖 ′  ,  𝐞

𝑖 = 𝑏𝑝′
𝑖 𝐞𝑝′

, где (𝑏𝑖
𝑖 ′ ) -  матрица перехода от  𝐞𝑖 ′   

к  𝐞𝑖  , (𝑏𝑝′
𝑖 ) -  обратная ей матрица => 𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 = 𝑏𝑖

𝑖 ′ 𝑏𝑝′
𝑖  𝐞𝑖 ′ , 𝐴𝐞𝑝′

 =

𝛿𝑝′
𝑖 ′  𝐞𝑖 ′ , 𝐴𝐞𝑝′

 =  𝐞𝑖 ′ , 𝐴𝐞𝑖 ′    ∎ 

О1. Инвариант  𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖  (или (𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖)) ЛО А называется 

дивергенцией этого оператора:div 𝐴 =  𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 = (𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖). 

З1. Для построения матрицы ЛО А достаточно задать оператор на 

базисных векторах 𝐞𝑖  , т. е. задать векторы 𝐴𝐞𝑖 . Разложим𝐴𝐞𝑖 по 

базису 𝐞𝑗 :𝐴𝐞𝑖 = 𝑎𝑖
𝑘𝐞𝑘   и 𝐞𝑗 , 𝐴𝐞𝑖 = 𝑎𝑖

𝑘 𝐞𝑗 , 𝐞𝑘 = 𝑎𝑖
𝑗
(𝟏𝟐) 

(𝑎𝑖
𝑘)  - матрица ЛО  A в базисе 𝐞𝑖  => Теперь дивергенция ЛО А через 

элементы матрицы(𝑎𝑖
𝑘)  : 

div 𝐴 =  𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 =  𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 = 𝑎1
1 + 𝑎2

2 + 𝑎3
3 

З2.𝑎1
1 + 𝑎2

2 + 𝑎3
3- матричный след оператора  А,он равен сумме 

собственных чисел оператора A с учетом их кратности : 

𝑎1
1 + 𝑎2

2 + 𝑎3
3 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 , где 𝜆1 , 𝜆2 , 𝜆3 - занумерованные с учетом 

их кратности собственные числа оператора А. Сумма 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 не 

зависит от выбора базиса пространства =>div 𝐴 не зависит от выбора 

базиса, т. е. является инвариантом.  

У2. Величина 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖(или ей равная 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖) - инвариант. 

Док-во. Пусть𝐞𝑖 ′  - новый базис (𝐞𝑖 ′  - биортогональный к𝐞𝑖 ′ ). Из (5):  

𝐞𝑖 = 𝑏𝑖
𝑖 ′ 𝐞𝑖 ′  ,  𝐞

𝑖 = 𝑏𝑝′
𝑖 𝐞𝑝′

 

=> 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖 = 𝑏𝑖
𝑖 ′ 𝑏𝑝′

𝑖 𝐞𝑖 ′ × 𝐴𝐞𝑝′
= 𝛿𝑝′

𝑖 ′ 𝐞𝑖 ′ × 𝐴𝐞𝑝′
= 𝐞𝑖 ′ × 𝐴𝐞𝑖 ′   ∎ 

О2. Инвариант 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖(или 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖 ) ЛО А называется ротором 

этого оператора: 

rot 𝐴 = 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖 = 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖 = 

= 𝐞1 × 𝐴𝐞1 + 𝐞2 × 𝐴𝐞2 + 𝐞3 × 𝐴𝐞3 = 𝐞1 × 𝐴𝐞1 + 𝐞2 × 𝐴𝐞2 + 𝐞3 × 𝐴𝐞3 

Пусть в 𝐸3выбран ортонормированный базис i, j, k,  

биортогональный базис совпадает с ним самим. Из (12) => 

𝑎1
1 =  𝐢, 𝐴𝐢 , 𝑎2

1 =  𝐢, 𝐴𝐣 , 𝑎3
1 =  𝐢, 𝐴𝐤  

𝑎1
2 =  𝐣, 𝐴𝐢 , 𝑎2

2 =  𝐣, 𝐴𝐣 , 𝑎3
2 =  𝐣, 𝐴𝐤 (𝟏𝟑) 

𝑎1
3 =  𝐤, 𝐴𝐢 , 𝑎2

3 =  𝐤, 𝐴𝐣 , 𝑎3
3 =  𝐤, 𝐴𝐤  

=> div 𝐴 = 𝑎1
1 + 𝑎2

2 + 𝑎3
3 =  𝐢, 𝐴𝐢 +  𝐣, 𝐴𝐣 +  𝐤, 𝐴𝐤 (𝟏𝟒) 

rot 𝐴 = 𝐢 × 𝐴𝐢 + 𝐣 × 𝐴𝐣 + 𝐤 × 𝐴𝐤 

Через элементы матрицы оператора A. Из (12):  𝐴𝐢 = 𝑎1
1𝐢 + 𝑎2

2𝐣 + 𝑎3
3𝐤 

=>𝐢 × 𝐴𝐢 = 𝑎1
1𝐢 × 𝐢 + 𝑎1

2𝐢 × 𝐣 + 𝑎1
3𝐢 × 𝐤 = −𝑎1

3𝐣 + 𝑎1
2𝐤 

Ан-но𝐣 × 𝐴𝐣 = 𝑎2
3𝐢 − 𝑎2

1𝐤 , 𝐤 × 𝐴𝐤 = −𝑎3
2𝐢 + 𝑎3

1𝐣 

=>rot 𝐴 =  𝑎2
3 − 𝑎3

2 𝐢 +  𝑎3
1 − 𝑎1

3 𝐣 + (𝑎1
2 − 𝑎2

1)𝐤    (𝟏𝟓) 

27. Дивергенция, ротор и производная по направлению 

векторного поля. Повторные операции теории поля.  

В области Dзадано скалярное поле, если каждой точке М ∇D 

сопоставлено по некоторому закону  число𝑢(𝑀)В области 

Dзадано векторное поле, если каждой точке М ∇D сопоставлен 

по некоторому закону вектор 𝐚(𝑀).   

Пусть задано скалярное поле𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)в области Dиз 𝐸3. 

О1.Скалярное поле 𝑢 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓(𝑀)  называется 

дифференцируемым в 𝑀 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∇D, если его полное 

приращение∆𝑢(𝑀)в M можно представить в виде 

∆𝑢 𝑀 = 𝐴1∆𝑥 + 𝐴2∆𝑦 + 𝐴3∆𝑧 + 𝛼1∆𝑥 + 𝛼2∆𝑦 + 𝛼3∆𝑧 

где 𝐴1 , 𝐴2 , 𝐴3  -некоторые не зависящие от ∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧 числа,  

𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 - бесконечно малые при ∆𝑥 → 0, ∆𝑦 → 0, ∆𝑧 →
0  функции, равные 0 при ∆𝑥 = 0, ∆𝑦 = 0, ∆𝑧 = 0. 

Условие дифф-сти скалярного поля𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)по-другому: 

∆𝑢 𝑀 = 𝐴1∆𝑥 + 𝐴2∆𝑦 + 𝐴3∆𝑧 + 𝑜(𝜌) 

где 𝜌 =  ∆𝑥2 + ∆𝑦2 + ∆𝑧2, это представление единственно. В 

более компактном виде:∆𝑢 𝑀 =  𝐀, 𝐡 + 𝑜  𝐡  (𝟏) 

где  𝐀, 𝐡  - скалярное произведение векторов  𝐀 =  𝐴1, 𝐴2 , 𝐴3 ,
𝐡 =  ∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧 ,  𝑕 = 𝜌. 

О1*.Скалярное поле 𝑢 𝑀 дифференцируемо в М, если в этой 

точке для полного приращения справедливо соотношение (1). 

Скалярное поле 𝑢 𝑀  дифференцируемо в области D, если оно 

дифференцируемо в каждой точке этой области. 

(1) можно переписать :∆𝑢 𝑀 =  grad𝑢, 𝐡 + 𝑜  𝐡  (𝟐) 

 где  grad 𝑢 𝑀 =  
𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑦
,
𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑧
  

(2) приводит  к векторному полю градиента дифференцируемого 

в области Dскалярного поля 𝑢 𝑀 . Определение градиента не 

зависит от выбора системы координат => он является инвариан-

том. В случае дифф-сти поля 𝑢 𝑀 можно ввести производную 

𝑢 𝑀 по направлению вектора 𝐞: 
𝜕𝑢

𝜕𝐞
= (𝐞, grad𝑢) 

Производная по направлению задает некоторое новое скалярное 

поле в области D. 

Пусть в области Dпр-ва 𝐸3задано векторное поле 𝐚 𝑀 ,оно 

каждой точке 𝑀 𝑥, 𝑦, 𝑧 ставит в соответствие вектор 𝐚 𝑀 . 

О2. Векторное поле 𝐚 𝑀   называется дифференцируемым в 

точке М ∇D, если его полное приращение  

Δ𝐚 𝑀 представляется в видеΔ𝐚 𝑀 = 𝐴𝐡 + 𝑜  𝐡  (𝟒) 

где А -некоторый линейный оператор в 𝐸3, 𝐡 =  ∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧 ,

 𝑕 =  ∆𝑥2 + ∆𝑦2 + ∆𝑧2, 𝑜  𝐱   - вектор, длина которого 

после деления на   𝐡 стремится к 0 при | 𝐡 → 0. 

Утв.Если векторное поле дифференцируемо, то представление 

(4) единственно. 

Док-во. Если есть 2 представления вида (4) : 

Δ𝐚 𝑀 = 𝐴𝐡 + 𝑜1  𝐡  , Δ𝐚 𝑀 = 𝐵𝐡 + 𝑜2  𝐡   
то   𝐴 − 𝐵 𝐡 = 𝑜  𝐡  ,   где 𝑜  𝐡  = 𝑜1  𝐡  − 𝑜2  𝐡   

Разделим на  𝐡  обе части равенства: 

 𝐴 − 𝐵 𝐞 =
𝑜  𝐡  

 𝐡 
 

где 𝐞 =
𝐡

 𝐡 
 - вектор единичной длины. Справа стоит бесконечно 

малый вектор (его длина → 0 при | 𝐡 → 0) => для ∀ 

единичного вектора 𝐞:   𝐴 − 𝐵 𝐞 = 0 . Если 2 ЛО А 

иВсовпадают на единичной сфере, то они равны на ∀ векторе, т. 

е. совпадают всюду =>А = В.• 

Векторное поле дифференцируемо в области D, если оно 

дифференцируемо в каждой точке D. 

Пусть М ∇D, 𝐞 - единичный вектор с координатами соs α, соs β, 

соsγ, определяющий некоторое направление. Пусть М' -∀ из D, 

М' ≠ М и такая, что вектор ММ' коллинеарен𝐞,  𝜌 = 𝜌(𝑀, 𝑀′) . 

О3. Производной векторного поля 𝐚 𝑀  в точке М по 

направлению 𝐞называется предел отношения (если он  ∃): 

lim
𝜌→0

Δ𝐚 𝑀 

𝜌
=

𝜕𝐚 𝑀 

𝜕𝐞
=

𝜕𝐚

𝜕𝐞
,    Δ𝐚 𝑀 = 𝐚 𝑀′ − 𝐚 𝑀  

Утв. Пусть векторное поле 𝐚 𝑀  дифференцируемо, А -ЛО, 

определяемый из соотношения дифф-ти(Δ𝐚 𝑀 = 𝐴𝐡 +

𝑜  𝐡  ). Тогда производная   
𝜕𝐚

𝜕𝐞
  поля в этой точке М по любому 

направлению 𝐞существует и определяется равенством 
𝜕𝐚 𝑀 

𝜕𝐞
= 𝐴𝐞      (𝟓) 

Док-во. Пусть 𝐞 - фиксированный вектор. Выберем  М' так, что-

бы𝐡 = 𝜌𝐞=> из (4)   Δ𝐚 𝑀 = 𝜌𝐴𝐞 + 𝑜  𝐡   .  Т.к.  𝐡 = 𝜌, то 
Δ𝐚 𝑀 

𝜌
= 𝐴𝐞 +

𝑜  𝐡  

𝜌
 

Переходя к пределу при 𝜌 → 0, получаем (5). • 

Рассмотрим (4): Δ𝐚 𝑀 = 𝐴𝐡 + 𝑜  𝐡  .  А - ЛО, действующий  

на 𝐡 из 𝐸3. Найдем матрицу ЛО А в ортонормированном базисе 

i, j, k, с которым связана декартова прямоугольная система 

координат Охуz. Пусть в этом базисе 𝐚 𝑀 = {Р, 𝑄, 𝑅} . Из (5) => 
𝜕𝐚

𝜕𝐢
=

𝜕𝐚

𝜕𝑥
= 𝐴𝐢,   

𝜕𝐚

𝜕𝐣
=

𝜕𝐚

𝜕𝑦
= 𝐴𝐣,    

𝜕𝐚

𝜕𝐤
=

𝜕𝐚

𝜕𝑧
= 𝐴𝐤      (𝟔) 

По формулам* вычисляем элементы матрицыА0оператора А: 

А0 =  

𝑎1
1 𝑎2

1 𝑎3
1

𝑎1
2 𝑎2

2 𝑎3
2

𝑎1
3 𝑎2

3 𝑎3
3

 =

 

 
 
 
 

𝜕𝑃

𝜕𝑥

𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝜕𝑃

𝜕𝑧
𝜕𝑄

𝜕𝑥

𝜕𝑄

𝜕𝑦

𝜕𝑄

𝜕𝑧
𝜕𝑅

𝜕𝑥

𝜕𝑅

𝜕𝑦

𝜕𝑅

𝜕𝑧 

 
 
 
 

(𝟕) 

Пусть 𝐚 𝑀   -дифф-мое в Dвекторное поле =>Δ𝐚 𝑀 = 𝐴𝐡 +
𝑜  𝐡  , гдеА - ЛО, зависящий от точки М, вектор 𝐡 - 

приращение аргумента 𝐚 𝑀 , 𝑜  𝐡  → 0 при  𝐡 → 0. 

О4.Дивергенцией векторного поля 𝐚 𝑀  в точке М называется 

дивергенция ЛО А из условия (4): 

div 𝐚 𝑀 = div 𝐴    (где  div 𝐴 =  𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 =  𝐞𝑖 , 𝐴𝐞𝑖 ) 

О5. Ротором векторного поля 𝐚 𝑀  в точке М называется 

ротор ЛО  А из условия дифф-сти(4): 

rot 𝐚 𝑀 = rot 𝐴   (где  rot 𝐴 = 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖 = 𝐞𝑖 × 𝐴𝐞𝑖  ) 

Т.к.  𝐚 𝑀  дифф-мо во всей D, то div 𝐚 𝑀  и rot 𝐚 𝑀 опреде-

лены в каждой М ∇Dи по определению инвариантны, т. е. не 

зависят от базиса =>div 𝐚 𝑀 - скалярное поле,  rot 𝐚 𝑀  - 

векторное поле. 

Выберем ОНБi, j, k и свяжем с ним декартову систему 

координат Охуz. Пусть вi, j, k координаты поля 𝐚 𝑀 = {Р, 𝑄, 𝑅} 

. Т.к.  div 𝐚 𝑀 = div 𝐴,  то по формулам** и (7) 

div 𝐚 𝑀 =  𝐢, 𝐴𝐢 +  𝐣, 𝐴𝐣 +  𝐤, 𝐴𝐤 = 

= 𝑎1
1 + 𝑎2

2 + 𝑎3
3 =

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
= (∆, 𝐚 𝑀 )    (𝟖) 

где   ∆=  𝐢
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝐣

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝐤

𝜕

𝜕𝑧
𝐚 𝑀 = 𝐚 = 𝑃𝐢 + 𝑄𝐣 + 𝑅𝐤 

Т.к. rot 𝐚 𝑀 = rot 𝐴, то по формулам*** и (7) : 

rot 𝐚 𝑀 =  
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
 𝐢 +  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
 𝐣 +  

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 𝐤 = 

= ∆ × 𝐚 =   

𝐢 𝐣 𝐤
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑃 𝑄 𝑅

     (𝟗) 

Вычислим производную поля 𝐚 𝑀 по направлению 𝐞с помощью 

(5).𝐞={соs 𝛼, со𝑠 𝛽, соs𝛾} 

=>
𝜕𝐚 𝑀 

𝜕𝐞
= 𝐴𝐞 = 𝐴 𝐢соs 𝛼 + 𝐣 со𝑠 𝛽 + 𝐤соs𝛾 = 

= соs 𝛼(𝐴𝐢) + со𝑠 𝛽(𝐴𝐣) + соs𝛾(𝐴𝐤) 

Из  6 =>
𝜕𝐚 𝑀 

𝜕𝐞
= соs 𝛼

𝜕𝐚

𝜕𝑥
+ со𝑠 𝛽

𝜕𝐚

𝜕𝑦
+ соs𝛾

𝜕𝐚

𝜕𝑧
 

𝐚 = 𝑃𝐢 + 𝑄𝐣 + 𝑅𝐤 => 
𝜕𝐚 𝑀 

𝜕𝐞
=  

𝜕𝑃

𝜕𝑥
соs 𝛼 +

𝜕𝑃

𝜕𝑦
со𝑠 𝛽 +

𝜕𝑃

𝜕𝑧
соs𝛾 𝐢 + 

+  
𝜕𝑄

𝜕𝑥
соs 𝛼 +

𝜕𝑄

𝜕𝑦
со𝑠 𝛽 +

𝜕𝑄

𝜕𝑧
соs𝛾 𝐣 + 

+  
𝜕𝑅

𝜕𝑥
соs 𝛼 +

𝜕𝑅

𝜕𝑦
со𝑠 𝛽 +

𝜕𝑅

𝜕𝑧
соs𝛾 𝐤 

Пусть в Dзаданы скалярное поле𝑢(𝑀)и векторное 𝐚 𝑀 , все 

частные производные 2-го порядка функций 𝑢(𝑀)и  

𝐚 𝑀 непрерывны в D =>div 𝐚 𝑀  - дифф-мое скалярное поле, 

gradu и rot𝐚 𝑀 - дифф-мые векторные поля => можно повторно 

применять операторы grad, div, rot, и имеют смысл 

операции:rotgrad𝑢, divgrad𝑢, graddiv𝐚, divrot𝐚, rotrot𝐚. 
Пусть i, j, k -фиксир. ортонормир. базис, с которым связана 

декартова система координат Oхуz. 

Утв. Имеют место следующие5 соотношений: 

rotgrad𝑢 = ∆ × ∆𝑢 = 0 

divgrad𝑢 =  ∆, ∆𝑢 = ∆𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
 

graddiv𝐚 = ∆ ∆, 𝐚 =  
𝜕2𝑃

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑅

𝜕𝑥𝜕𝑧
 𝐢 + 

+  
𝜕2𝑃

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑄

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑅

𝜕𝑦𝜕𝑧
 𝐣 + 

+  
𝜕2𝑃

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕2𝑄

𝜕𝑦𝜕𝑧
+

𝜕2𝑅

𝜕𝑧2
 𝐤 

divrot𝐚 =  ∆, ∆ × 𝐚 = 0 

rotrot𝐚 = 𝛁 ×  ∆ × 𝐚 = graddiv𝐚 − ∆𝐚 

где   ∆=  𝐢
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝐣

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝐤

𝜕

𝜕𝑧
 

 

Док-во. Схема: последовательно применять  операторы к 

скалярному или векторному полю. 

1)  grad𝑢 = ∆𝑢= 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
,
𝜕𝑢

𝜕𝑧
   => из  (9) : 

rotgrad𝑢 = ∆ × grad𝑢 =  
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑦
 𝐢 + 

+  
𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑥
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
 𝐣 +  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
 𝐤 = 0 

2) из  9 => divgrad𝑢 =  ∆, ∆𝑢 = 

=  𝐢
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝐣

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝐤

𝜕

𝜕𝑧
,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝐢 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝐣 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝐤 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
=

= ∆𝑢 

 Δ   («дельта»)  - оператор Лапласа: ∆= ∆2. 

3)  graddiv𝐚 = ∆ ∆, 𝐚 = ∆ 
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
 = ∆𝑏, 

где  𝑏 =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
 , ∆𝑏 =

𝜕𝑏

𝜕𝑥
𝐢 +

𝜕𝑏

𝜕𝑦
𝐣 +

𝜕𝑏

𝜕𝑧
𝐤 

Подставляя   вместо bего выражение,  получим  правую часть 3-

го соотношения.  

З.grad, div, rot инвариантны =>инвариантныrotgrad𝑢, divgrad𝑢,
graddiv𝐚, divrot𝐚, rotrot𝐚 => в ∀ системе координат 

соотношения из утверждения верны. 

*: 𝑎1
1 =  𝐢, 𝐴𝐢 , 𝑎2

1 =  𝐢, 𝐴𝐣 , 𝑎3
1 =  𝐢, 𝐴𝐤  

𝑎1
2 =  𝐣, 𝐴𝐢 , 𝑎2

2 =  𝐣, 𝐴𝐣 , 𝑎3
2 =  𝐣, 𝐴𝐤  

𝑎1
3 =  𝐤, 𝐴𝐢 , 𝑎2

3 =  𝐤, 𝐴𝐣 , 𝑎3
3 =  𝐤, 𝐴𝐤  

**: div𝐴 = 𝑎1
1 + 𝑎2

2 + 𝑎3
3 =  𝐢, 𝐴𝐢 +  𝐣, 𝐴𝐣 +  𝐤, 𝐴𝐤  

***: rot 𝐴 =  𝑎2
3 − 𝑎3

2 𝐢 +  𝑎3
1 − 𝑎1

3 𝐣 +  𝑎1
2 − 𝑎2

1 𝐤 

 
28. Формула Грина. Формула Остроградского-Гаусса.  

Пусть π - плоскость в 𝐸3, 𝐤 - единичный вектор нормали к π, D - 

односвязная область на π (т.е. ∀кусочно гладкая замкнутая без 

самопересечений кривая, расположенная в D, ограничивает 

область, все точки которой также ∇D).  

Пусть Dудовлетворяет условиям: 

1) границаСобласти Dявляется замкнутой кусочно гладкой 

кривой без особых точек; 

2) на π можно выбрать  такую декартову  прямоугольную 

систему координат, что все прямые, параллельные ко-

ординатным осям, пересекают Dне более чем в 2 точках. 

Пусть t - единичный вектор касательной к кривойС, 

согласованный с 𝐤, т. е.  положительное направление обхода 

кривой С совпадает в точке приложения вектора t с направле-

нием t, и если смотреть с конца 𝐤, то контур С ориентирован 

положительно (его обход против часовой стрелки).  

Т1 (формула Грина).Пусть а - векторное поле, дифф-мое в  D, 

удовлетворяющей условиям 1), 2), и такое, что его производная 

по ∀ направлению непрерывна в𝐷 ∪ 𝐶 = 𝐷. Тогда справедлива 

 (𝐤, rot 𝐚)𝑑𝜍
𝐷

=  (𝐚, 𝐭)𝑑𝑙
𝐶

(𝟏) 

Справа - циркуляция векторного поля𝐚 по кривойС, слева - по-

ток векторного поля rot𝐚 через D. 

Док-во. Все входящие в  (1) функции непрерывны => оба 

интеграла ∃. Интегралы слева и справа в  (1) инвариантны 

относительно выбора прямоугольной системы координат, т.к. 

(𝐤, rot𝐚) и (𝐚, 𝐭) инвариантны, элементы площади 𝑑𝜍и длины 

дуги 𝑑𝑙не зависят от выбора декартовой системы координат => 

достаточно доказать (1) в какой-то одной специально выбранной 

системе.Выберем декартову прямоугольную систему координат 

Охуzтак, чтобы выполнялось условие 2), и Оzнаправим вдоль 𝐤. 

Т.к векторное поле 𝐚 = 𝑃 𝑥, 𝑦 𝐢 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝐣 + 𝑅 𝑥, 𝑦 𝐤 плоское, 

то 𝑅 𝑥, 𝑦 ≡ 0, 𝑡 =  cos 𝛼, cos 𝛽 , cos 𝛾 =  cos 𝛼, cos 𝛽 , 0 =
 cos 𝛼, sin 𝛼 , 0  => 

rot 𝐚 =  
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
 𝐢 +  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
 𝐣 +  

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 𝐤 = 

=  
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 𝐤 

 𝐤, rot 𝐚 =
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 𝐚, 𝐭 = 𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 sin 𝛼 

Для   плоской области   𝑑𝜍 = 𝑑𝑥𝑑𝑦  и 𝑑𝑥 = cos 𝛼 𝑑𝑙, 𝑑𝑦 =
sin 𝛼 𝑑𝑙 , где l - длина дугиС, выбранная в качестве параметра, 

возрастание которого согласовано с направлением обхода С => 

  𝐤, rot 𝐚 𝑑𝜍
𝐷

=   
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

= 

=  (𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 sin 𝛼)𝑑𝑙
𝐶

=  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐶

(𝟏′) 

Для док-а формулы Грина достаточно доказать 2 равенства: 

𝐼 = −  
𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=  𝑃𝑑𝑥
𝐶

 

𝐽 =  
𝜕𝑄

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=  𝑄𝑑𝑦
𝐶

 

Пусть прямая, параллельная оси Оу, пересекает С в точках 
 𝑥, 𝑦1(𝑥)  и  𝑥, 𝑦2(𝑥) ,   𝑦1 (𝑥) ≤ 𝑦2(𝑥). Пусть 𝑥1 и 𝑥2  - 

наименьшая и наибольшая абсциссы точек области 𝐷 , кривая 

С1соединяет   𝑥1, 𝑦1 (𝑥1) с   𝑥2, 𝑦1 (𝑥2) , а кривая С2 -   𝑥2, 𝑦2 (𝑥2) с  
 𝑥1, 𝑦2 (𝑥1) и 𝐶 = 𝐶1 ∪ 𝐶2,  𝐶1 , 𝐶2  ориентированы согласованно с 

C => по формуле сведения двойного интеграла к повторному :                                                                     

𝐼 = −    
𝜕𝑃 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑦
𝑑𝑦

𝑦2 𝑥 

𝑦1 𝑥 

 𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

=  𝑃 𝑥, 𝑦1 𝑥  𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

− 

−  𝑃 𝑥, 𝑦2 𝑥  𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

=  𝑃𝑑𝑥

𝐶1

−  −  𝑃𝑑𝑥

𝐶2

 =  𝑃𝑑𝑥
𝐶

 

Аналогично вычисляется интеграл J.  

З1. Из док-ва => формулу (1) можно записать в виде (1'): 

  
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐶

 

Интегралы слева и справа в (1') инвариантны, т.к. значения 

подынтегральных выражений равны соответственно (𝐤, rot𝐚) 

и(𝐚, 𝐭) - инвариантным величинам. Форма подынтегральных 

выражений в формуле (1') тоже не меняется при переходе к 

новой системе  Ох'у'; если в новом базисе векторное поле а 

имеет координаты Р' и Q', то 

 𝐤, rot𝐚 =  
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 =  𝐤,  

𝜕𝑄′

𝜕𝑥 ′
−

𝜕𝑃′

𝜕𝑦′
 𝐤 =

𝜕𝑄′

𝜕𝑥 ′
−

𝜕𝑃′

𝜕𝑦′
 

 𝐚, 𝐭 𝑑𝑙 = 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =  𝑃′ cos 𝛼′ + 𝑄′ sin 𝛼′ 𝑑𝑥 = 𝑃′𝑑𝑥′ + 𝑄′𝑑𝑦′ 
Якобиан преобразования при переходе к новой системе 

координат по модулю = 1,  параметризация с помощью длины 

дуги не связана с системой координат => интегралы слева и 

справа в (1') не меняют своего значения и формы. ∎ 

Пусть D -  односвязная область в 𝐸3(т. е. для ∀кусочно гладкой 

замкнутой кривой C, расположенной в D, можно указать 

ориентируемую кусочно гладкую поверхность G, расположен-

ную в D, имеющую границей С), поверхностьS - ее граница, 

удовлетворяющая условиям: 

1)S - кусочно  гладкая  двусторонняя  полная ограниченная 

замкнутая и без особых точек; 

2) декартову систему  координат   в 𝐸3можно выбрать так, что 

для каждой из осей координат ∀  прямая, параллельная этой оси, 

будет пересекать S не более чем в 2 точках. 

Пусть n - единичный вектор внешней нормали к S.  

Т2(ф-а Остроградского - Гаусса). Пусть а -векторное поле, 

дифф-мое в D, удовлетворяющей условиям 1), 2), и такое, что 

производная по ∀ направлению непрерывна в𝐷 ∪ 𝑆 = 𝐷. Тогда  

 div𝐚 𝑑𝑣 

𝐷

=    𝐚, 𝐧 𝑑𝑠

𝑆

(𝟐) 

Cправа - поток векторного поля𝐚 через поверхность S, слева  - 

это объемный интеграл от дивергенции вектора по области D 

=> Объемный интеграл от дивергенции вектора по области D 

равен потоку векторного поля 𝐚через поверхность S - границу 

этой области. 

Док-во.Все входящие в  (2) функции непрерывны => оба 

интеграла ∃. Формула (2) инвариантна относительно выбора 

прямоугольной системы координат, т.к. все входящие в нее 

величины - инварианты => достаточно доказать (2) при каком-то 

1 выборе декартовой системы. Выберем декартову систему 

координат Охуzтак,чтобы выполнялось условие 2) ; пусть 

𝐚 = {𝑃, 𝑄, 𝑅}, 𝐧 =  cos 𝛼, cos 𝛽 , cos 𝛾  => учитывая  

cos 𝛼 𝑑𝑠 = 𝑑𝑦𝑑𝑧, cos 𝛽 𝑑𝑠 = 𝑑𝑧𝑑𝑥, cos 𝛾 𝑑𝑠 = 𝑑𝑥𝑑𝑦:  

  
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
 

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =   (𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 cos 𝛽 +

𝑆

 

+𝑅 cos 𝛾)𝑑𝑠 = 

=    𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑆

(𝟐′) 

Надо док-ть: 

𝐼 =  
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =   𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑆

 

𝐽 =  
𝜕𝑄

𝜕𝑦
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =   𝑄𝑑𝑧𝑑𝑥

𝑆

 

𝐿 =  
𝜕𝑅

𝜕𝑧
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =   𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆

 

Докажем для  L, другие ан-но.  Пусть  D'- проекция Dна плос-

костьОху. Через граничные точки  D' проведем прямые, 

параллельные Оz. Каждая из них пересекается с S лишь в 1 

точке. Множество этих точек разделяет S на 2 части: 𝑆1  и 𝑆2. Ес-

ли провести прямую из внутренней точки D' , параллельную  Оz, 

то она пересечет S в 2 точках:  𝑥, 𝑦, 𝑧1 𝑥, 𝑦  ∇ 𝑆1и  



 

 𝑥, 𝑦, 𝑧2 𝑥, 𝑦  ∇ 𝑆2,   𝑧1 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑧2 𝑥, 𝑦 . 𝑧1 𝑥, 𝑦 и 𝑧2 𝑥, 𝑦 кусочно и 

непрерывно дифф-мые функции в D'. По формуле сведения 

тройного интеграла к повторному интегралу : 

𝐿 =    
𝜕𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 

𝜕𝑧

𝑧1 𝑥,𝑦 

𝑧2 𝑥,𝑦 

 

𝐷′

𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑅(𝑥, 𝑦,

𝐷′

𝑧1 𝑥, 𝑦 )𝑑𝑥𝑑𝑦 − 

− 𝑅(𝑥, 𝑦,

𝐷′

𝑧2 𝑥, 𝑦 )𝑑𝑥𝑑𝑦 = 

=  𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆1

+  𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆2

=   𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆

 

Воспользовались тем, что 𝑆1  ∪  𝑆2 = 𝑆, и соотношением  

− 𝑅(𝑥, 𝑦,

𝐷′

𝑧2 𝑥, 𝑦 )𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑆2

=  𝑅 cos 𝛾 𝑑𝑠

𝑆2

 

справедливым, т.к. внешняя нормаль 𝐧 к 𝑆2 образует тупой угол с 

Оz(=>cos 𝛾 < 0). 

З2. Из док-ва => формулу (2) можно записать : 

  
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
 

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =    𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑆

 

Док-во ан-но З1. 

29. Формула Стокса.  

Пусть S  односвязная (т.е. ∀ кусочно гладкая замкнутая без само-

пересечений кривая, расположенная на S, ограничивает мн-во, все 

точки которого  ∇S) поверхность в 𝐸3, удовлетворяющая: 

1) S -кусочно гладкая   двусторонняя   полная   ограниченная 

поверхность без особых точек; ее границей  является  замкнутый 

кусочно гладкий контурС; 

2) декартову систему координат можно выбрать так, чтобы S 

однозначно проектировалась  на∀ из 3 координатных плоскостей. 

Пусть n - единичный вектор нормали к S, t - единичный вектор 

касательной к C, согласованный с n, т. е.  положительное направ-

ление обхода кривойСсовпадает в точке приложения вектора t с 

направлением t, и если смотреть с конца 𝐤, то контур С 

ориентирован положительно (его обход против часовой стрелки). 

Т (формула Стокса).Пусть а - векторное поле, непрерывно 

дифф-мое в некоторой окрестности поверхности S(т. е. на 

некотором открытом мн-ве в 𝐸3, содержащем S). Тогда  

 (𝐧, rot 𝐚)𝑑𝑠

𝑆

=  (𝐚, 𝐭)𝑑𝑙

𝐶

(𝟏) 

Или: Поток вектора rot𝐚через поверхность  S  равен  циркуляции 

вектораапо замкнутому контуру С. 

Док-во. В силу условий теоремы интегралы в  (1) существуют. 

Формула (1) инвариантна относительно выбора базиса => 

достаточно доказать при каком-то одном выборе базиса. Выберем  

декартову систему координат Охуzтак, чтобы S однозначно 

проектировалась на все три координатные плоскости. Пусть 

𝐚 = 𝑃𝐢 + 𝑄𝐣 + 𝑅𝐤, 𝐧 =  cos 𝑋, cos 𝑌 , cos 𝑍 ,  
𝐭 =  cos 𝛼, cos 𝛽 , cos 𝛾  

Согласуем выбор системы координат так, чтобы вектор нормали 

𝐧 образовывал острые углы с координатными осями. Учитывая 

выражение для rot𝐚 в декартовой системе координат 

rot𝐚 =  
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
 𝐢 +  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
 𝐣 +  

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 𝐤 

получим 

 (

𝑆

𝐧, rot 𝐚)𝑑𝑠 =    
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
 cos 𝑋 +  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
  cos 𝑌

𝑆

 

+   
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 cos 𝑍 𝑑𝑠 =   𝐚, 𝐭 𝑑𝑙

𝐶

= 

=   𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 cos 𝛽 + 𝑅 cos 𝛾 𝑑𝑙

𝐶

=  (𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧)

𝐶

(𝟏′) 

Достаточно доказать: 

𝐼 =   
𝜕𝑃

𝜕𝑧
cos 𝑌 −

𝜕𝑃

𝜕𝑦
cos 𝑍 

𝑆

𝑑𝑠 =  𝑃𝑑𝑥

𝐶

 

𝐼 =   
𝜕𝑄

𝜕𝑥
cos 𝑍 −

𝜕𝑄

𝜕𝑧
cos 𝑋 

𝑆

𝑑𝑠 =  𝑄𝑑𝑦

𝐶

 

𝐼 =   
𝜕𝑅

𝜕𝑦
cos 𝑋 −

𝜕𝑅

𝜕𝑥
cos 𝑌 

𝑆

𝑑𝑠 =  𝑅𝑑𝑧

𝐶

 

S  - кусочно гладкая и однозначно проектируется на Оху. Пусть D 

- ее проекция, Г - проекция  С на пл-стьОху =>∃ дифф-мая ф-я 

𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦), которая задает уравнение поверхности S. При этом 

cos 𝑌 =

−  
1 𝑧𝑥

′

0 𝑧𝑦
′  

 1 + 𝑧𝑥
′ 2 + 𝑧𝑦

′ 2

= −
𝑧𝑦

′

 1 + 𝑧𝑥
′ 2 + 𝑧𝑦

′ 2

 

Ан − но   cos 𝑍 =
1

 1 + 𝑧𝑥
′ 2 + 𝑧𝑦

′ 2

 

=> 𝐼 = −   
𝜕𝑃

𝜕𝑧
∙
𝜕𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 

𝑆

cos 𝑍 𝑑𝑠 = 

= −  
𝜕

𝜕𝑦
𝐷

 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑥, 𝑦 ) 𝑑𝑥𝑑𝑦 

т. к. на 𝑆 ∶  𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑥, 𝑦  ,    
𝜕𝑃

𝜕𝑧
∙
𝜕𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑥, 𝑦 )

𝜕𝑦
 

и поверхностный интеграл по S = двойному интегралу по D. По 

формуле Грина* : 

−  
𝜕

𝜕𝑦
𝐷

 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑥, 𝑦   𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥

Г

= 

= [если  𝑥, 𝑦 ∇ Г, то  𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑥, 𝑦  ∇ С] =  𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥

𝐶

 

З1. ∃ δ >0 такое,что для ∀ части Ф∇S размера < δ  (ее можно 

расположить  в сфере радиуса δ/2)  можно так выбрать 

декартову координатную систему, что Ф однозначно проекти-

руется на все координатные плоскости. Пусть 𝑀0 -фиксирован-

ная точка S. Проведем касательную плоскость через  𝑀0 ,пусть 

𝐧𝑀0
 - вектор единичной нормали поверхности в 𝑀0. Выберем 

прямоугольную систему координат, чтобы  𝐧𝑀0
составлял острые 

углы с осями. Т.к. поле 𝐧 нормалей непрерывно, то ∃ окрестность 

𝑀0такая, что все нормали в точках этой окрестности образуют 

острые углы с осями =>∃ некоторая окрестность радиуса δ/2 

точки 𝑀0, которая однозначно проектируется на все координат-

ные плоскости.Можно выбрать универсальное, не зависящее от 

𝑀0 число δ > 0. Пусть такого δ ∄ => для каждого 𝛿𝑛 = 1 𝑛 , 𝑛 =
1,2, … можно указать частьФ𝑛  поверхности S, размеры которой 

<𝛿𝑛  и которая не проектируется однозначно на все координатные 

плоскости ∀ декартовой системы координат. 

Выберем в каждой  Ф𝑛  точку 𝑀𝑛 , из полученной послед-сти 

выберем послед-сть, сходящуюся к некоторой  М ∇S. У М ∃ 

окрестность, однозначно проектируемая на координатные 

плоскости некоторой прямоугольной системы. Эта окрестность 

для некоторого номера псодержит часть Ф𝑛  , которая также будет 

однозначно проектироваться на все три координатные плоскости 

=> противоречие с выбором Ф𝑛 . 

Разобьем  S на конечное число гладких частей Ф𝑛 , размер каждой 

из которых < δ, указанного выше. Ф𝑛  однозначно проектируется 

на все координатные плоскости некоторой декартовой системы 

координат => формула Стокса верна для каждой Ф𝑛 . 

Просуммируем левые и правые части этих формул. Интегралы по 

общим участкам границы Ф𝑛  берутся в противоположных 

направлениях и поэтому сократятся => слева получим интеграл 

по поверхности от  (𝐧, rot𝐚), а справа - интеграл по границе С 

от(𝐚, 𝐭), т. е. формулу Стокса для общего случая => формулы 

Стокса  справедлива для поверхностей, удовлетворяющих 

условию 1) и не удовлетворяющих, вообще говоря, условию 2).  

З 2. Формула Стокса верна  для поверхностей S, допускающих 

разбиение с помощью кусочно гладких кривых на конечное число 

односвязных, обладающих свойством 1) поверхностей. Док-во: 

просуммировать интегралы слева и справа в формулах Стокса для 

односвязных поверхностей и учесть, что интегралы по кривым, 

входящим в разбиение, берутся в разных направлениях и поэтому 

сократятся. 

З3. Из док-ва => формулу (1) можно записать в виде (1'): 

   
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
 cos 𝑋 +  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
 cos 𝑌 +  

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 cos 𝑍 

𝑆

𝑑𝑠 = 

=  (𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧)

𝐶

 

Интегралы слева и справа в (1') инвариантны, т.к. значения 

подынтегральных выражений равны соответственно (𝐧, rot𝐚) 

и(𝐚, 𝐭) - инвариантным величинам. Форма подынтегральных 

выражений в формуле (1') тоже не меняется при переходе к новой 

системе  Ох'у' z'; если в новом базисе векторное поле а имеет 

координаты Р' ,Q' и R', то 

 𝐧, rot𝐚 =  
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
 cos 𝑋 +  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
 cos 𝑌 + 

+  
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
 cos 𝑍 =  𝐧,   

𝜕𝑅′

𝜕𝑦′
−

𝜕𝑄′

𝜕𝑧 ′
 cos 𝑋  + 

   
𝜕𝑃′

𝜕𝑧 ′
−

𝜕𝑅′

𝜕𝑥 ′
 cos 𝑌 +  

𝜕𝑄′

𝜕𝑥 ′
−

𝜕𝑃′

𝜕𝑦′
 cos 𝑍 𝐧 = 

=  
𝜕𝑅′

𝜕𝑦′
−

𝜕𝑄′

𝜕𝑧′
 cos 𝑋 +  

𝜕𝑃′

𝜕𝑧′
−

𝜕𝑅′

𝜕𝑥′
 cos 𝑌 +  

𝜕𝑄′

𝜕𝑥′
−

𝜕𝑃′

𝜕𝑦′
 cos 𝑍 

 𝐚, 𝐭 𝑑𝑙 = 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 = 

=  𝑃′ cos 𝛼′ + 𝑄′ cos 𝛽′ + 𝑅′𝑐𝑜𝑠𝛾′ 𝑑𝑥 = 𝑃′𝑑𝑥 ′ + 𝑄′𝑑𝑦′ + 𝑅′𝑑𝑧′ 
Якобиан преобразования при переходе к новой системе координат 

по модулю = 1,  параметризация с помощью длины дуги не 

связана с системой координат => интегралы слева и справа в (1') 

не меняют своего значения и формы. 

*: π - плоскость в 𝐸3, 𝐤 - единичный вектор нормали к π, D - 

односвязная область на π. Пусть Dудовлетворяет условиям: 1) 

границаСобласти Dявляется замкнутой кусочно гладкой кривой 

без особых точек; 2) на π можно выбрать  такую декартову  

прямоугольную систему координат, что все прямые, 

параллельные координатным осям, пересекают Dне более чем в 2 

точках.Пусть t - единичный вектор касательной к кривойС, 

согласованный с 𝐤.  

Т1 (формула Грина).Пусть а - векторное поле, дифф-мое в  D, 

удовлетворяющей условиям 1), 2), и такое, что его производная 

по ∀ направлению непрерывна в𝐷 ∪ 𝐶 = 𝐷. Тогда справедлива  

 (𝐤, rot 𝐚)𝑑𝜍
𝐷

=  (𝐚, 𝐭)𝑑𝑙
𝐶

 

 

30. Условия независимости криволинейного интеграла 

второго рода на плоскости от пути интегрирования.  

𝐚 𝑀  - векторное поле, заданное в связной плоской области D. 

О1. Функция 𝑈 𝑀  называется потенциалом поля𝐚 𝑀 в 

области D, если в D𝐚 𝑀 = grad 𝑈(𝑀).  Поле 𝐚, обладающее  

потенциалом,  называетсяпотенциальным.  

Т1. Пусть ф-и𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄(𝑥, 𝑦) непрерывны в D. Для ∀ двух точек 

𝐴 ∇ 𝐷, 𝐵 ∇ 𝐷 значение интеграла 

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐵 

 

не зависит от кусочно гладкой кривой 𝐴𝐵 ∇ 𝐷, соединяющей  А и 

В<=> поле  𝐚 𝑥, 𝑦 = {𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦 }  потенциально. Тогда 

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐵 

= 𝑈 𝐵 − 𝑈 𝐴 ,   

где 𝑈 𝑥, 𝑦  −  потенциал поля 𝐚 𝑥, 𝑦  

Док-во.Дост-сть. Пусть   

𝐚 𝑥, 𝑦 =  𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦  = grad 𝑈 𝑥, 𝑦 =  
𝜕𝑈

𝜕𝑥
,
𝜕𝑈

𝜕𝑦
  

Произвольные А и В из Dсоединим некоторой кусочно гладкой 

кривой 𝐴𝐵 , и пусть 𝑥 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 = 𝑦 𝑡 ,   𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 - ее 

параметрическое представление.
𝜕𝑈

𝜕𝑥
и

𝜕𝑈

𝜕𝑦
 непрерывны 

=>𝑈 𝑥, 𝑦 дифф-ма  в D=> по формуле Ньютона - Лейбница*: 

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐵 

=   𝑃 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡  𝑥 ′ 𝑡 + 𝑄 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡  𝑦′ 𝑡  𝑑𝑡 =

𝑏

𝑎

 

=  𝑈 ′𝑑𝑡 = 𝑈 𝑥 𝑏 , 𝑦 𝑏  − 𝑈 𝑥 𝑎 , 𝑦 𝑎  = 𝑈 𝐵 − 𝑈(𝐴)

𝑏

𝑎

 

Необх-сть. Фиксируем в Dнекоторую𝑀0(𝑥0, 𝑦0)и пусть 𝑀(𝑥, 𝑦) -∀ 

точка в D. Положим 

𝑈 𝑀 =  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑀0𝑀 

 

где интеграл берется по любой   кусочно   гладкой кривой, соеди-

няющей точки 𝑀0 и М.  Покажем, что так определенная ф-

𝑈 𝑥, 𝑦 является искомым потенциалом поля 𝐚 𝑥, 𝑦 =

{𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦 } . Докажем  существование 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
и   равенство 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑃(𝑥, 𝑦). От  𝑀(𝑥, 𝑦)сместимся в  𝑁(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦)так, чтобы 

отрезок 𝑀𝑁 ∇D. Это можно сделать для всех достаточно малых 

приращений ∆𝑥, т. к. D - открытое множество, состоящее из 

внутренних точек. Приращение 𝑈 𝑥, 𝑦  при таком смещении : 

𝑈 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 − 𝑈 𝑥, 𝑦 =  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑀0𝑀𝑁 

−  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑀0𝑀 

= 

=  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑀𝑁

=  на  𝑀𝑁  𝑦 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =>  𝑄𝑑𝑦 = 0

𝑀𝑁

 = 

=  𝑃𝑑𝑥

𝑀𝑁

=  𝑃(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡

𝑥+∆𝑥

𝑥

 

𝑃 𝑥, 𝑦 непрерывна => из теоремы о среднем :𝑈 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 −
𝑈 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑥 + 𝜃∆𝑥, 𝑦 ∆𝑥, 0 < 𝜃 < 1 

=>
𝑈 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 − 𝑈 𝑥, 𝑦 

∆𝑥
= 𝑃(𝑥 + 𝜃∆𝑥, 𝑦) 

Переходя к пределу при ∆𝑥 → 0 в силу непрерывности функций 

𝑃 𝑥, 𝑦 , получаем, что предел ∃ и 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑃(𝑥, 𝑦). Ан-но 

доказывается  
𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝑄 𝑥, 𝑦 ∎ 

Если поле 𝐚 𝑥, 𝑦 = {𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦 }потенциально и 

𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦 вместе со своими частными производными непре-

рывны в области D, то должно выполняться равенство  
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 , 

которое означает равенство смешанных производных:  

𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
 . По Т1   необходимым   условием    независимости 

криволинейного интеграла ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐴𝐵 

от пути интегриро-

вания при условии непрерывности функций 𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦 и их 

частных производных в области Dявляется легко проверяемое 

равенство 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 .Если область Dодносвязна, то это условие 

будет и достаточным для независимости интеграла  

∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐴𝐵 

от выбора   кривой, соединяющей данные точкиАи 

В. Рассмотрим сначала случай, когда область D- круг. 

Т2.Пусть ф-и 𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦  и их частные производные 

непрерывны в некотором круге К. В этом случае поле 𝐚 𝑥, 𝑦 =
{𝑃 𝑥, 𝑦 , 𝑄 𝑥, 𝑦 }  потенциально в этом круге <=>в К 

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 

Док-во. Надо доказать только достаточность. Через центр круга, 

точку 𝑀0 ,проведем прямые 𝑀0𝑥′и 𝑀0𝑦
′ ,параллельные 

координатным осямОх и Оyсоответственно. Из произвольной 

точки 𝑀 ∇ 𝐾опустим перпендикуляры 𝑀𝑀1 и 𝑀𝑀2на 𝑀0𝑥′и 

𝑀0𝑦
′соответственно. Точку 𝑀0соединим с точками 𝑀1 и 

𝑀2отрезками 𝑀0𝑀1и 𝑀0𝑀2. Применяя формулу Грина (см. конец 

билета 29) к прямоугольнику получаем 

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑀0𝑀1𝑀𝑀2 

=   
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

= 0  => 

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑀0𝑀1𝑀 

=  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑀0𝑀2𝑀 

 

т. е. интеграл ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝛾

не   зависит  от двузвенной   ломаной   

γ, соединяющей фиксированную точку 𝑀0 с некоторой точкой 

M.Поэтому определим функцию 

𝑈 𝑀 =  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑀0𝑀 

 

где 𝑀0𝑀  -двузвеннаяломаная, звенья которой параллельны ко-

ординатным осям. Проверка, что так определенная функция 

𝑈 𝑥, 𝑦 является потенциалом данного поля 𝐚 𝑥, 𝑦 , проводится 

аналогично той, которая проведена при доказательстве теоремы 1. 

З. Т2 справедлива в случае произвольной односвязной области D. 

Чтобы убедиться в этом, докажем, что для независимости 

криволинейного интеграла ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐴𝐵 

от выбора кривой АВ 

достаточно выполнение в Dусловия  
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
. Пусть L - 

произвольная замкнутая   кусочно   гладкая кривая, 

расположенная в D. Обозначим через D* область, которую 

ограничивает кривая L. В силу односвязности области Dкаждая 

точка области D* принадлежит D. Применяя к области D* 

формулу Грина, получим 

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐿

=   
𝜕𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷∗

 

Отсюда следует, что для любых фиксированных точекАи В 

области Dи любых двух кусочно гладких кривых 𝐴𝐶𝐵   и 

𝐴𝐶′𝐵 ,соединяющих эти точки, выполняются равенства: 

0 =  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐶𝐵 ∪𝐴𝐶 ′ 𝐵 

=  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐶𝐵 

+  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐵𝐶 ′ 𝐴 

= 

=  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐶𝐵 

−  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐶′𝐵 

 

 

=>  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐶𝐵 

=  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐴𝐶′𝐵 

 

=> значение интеграла ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐴𝐵 

 не зависит от кусочно 

гладкой кривой АВ, соединяющей  Аи В. 

*: Для вычисления определенного интеграла от непрерывной ф-и  

𝑓 𝑥 нужно составить разность значений произвольной ее 

первообразной для верхнего и нижнего пределов интегрирования:  

 𝑓 𝑡 
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = Ф 𝑏 − Ф 𝑏 = Ф 𝑥 |𝑎
𝑏  

 

 

 




